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Kapitel 1.

Einleitung

1.1. Motivation

Virtuelle Realitéat (VR) und virtuelle Welten erhalten Einzug in immer mehr Bereiche
von Forschung und Industrie. In kommerziellen Anwendungen werden sie bis heute
vorrangig als Visualisierungs- und Prasentationsmedium eingesetzt. Sie dienen dazu,
neue Produkte oder Anlagen lange vor ihrer Realisierung erfahren und im Team disku-
tieren zu kdnnen. Das dynamische Verhalten virtueller Gegenstéande wird haufig durch
Steuerungen nur phanomenologisch nachgebildet, Simulation nur zur detaillierten Be-
trachtung einzelner Aspekte bzw. einzelner ,Zielobjekte“ eingesetzt.

Die Entwicklung immer leistungsféhigerer Hard- und Software erlaubt heute, neben
dem eigentlichen Zielobjekt auch seinen spateren Einsatzbereich in Form komplexer
Umgebungen zu simulieren. Erst hierdurch kénnen realitdtsnahe Anwendungsszena-
rien und damit realitdtsnahe Anforderungsprofile in der Simulation erzeugt werden.
Autonome mobile Roboter sind ein gutes Beispiel hierfir. Sie sind ein intensiv unter-
suchtes Thema, weil ihnen ein sehr breites Anwendungsspekirum vorausgesagt wird:
Als Service- und Explorationsroboter in der Weltraumforschung, als Transportsystem
in der innerbetrieblichen Logistik, als Rettungskrafte in Katastrophenszenarien oder als
autonome fliegende Plattformen fir Uberwachungsaufgaben oder fiir die luftgestiitzte
Bilddatengewinnung. In diesen Anwendungen ist offensichtlich, dass der Einsatz von
Simulation zur Planung, Entwicklung und Erprobung solcher Systeme nur dann erfolg-
versprechend sein kann, wenn neben dem untersuchten System auch die zugehéri-
gen Anwendungsszenarien realitatsnah abgebildet werden. Diese beinhalten jedoch ty-
pischerweise gro3e Ungewissheiten. Vollstdndige formale Beschreibungen sind kaum
maoglich. Erst ein ganzheitlicher Simulationsansatz, der alle Teile eines mdglichen An-



Kapitel 1. Einleitung

wendungsszenarios simuliert, ohne dabei nur deren Auswirkungen auf das untersuchte
System in Form bekannter Effekte vorherzusagen, kann hier sinnvoll zur Simulation
eingesetzt werden.

Ein anderer wichtiger Anwendungsbereich von Virtueller Realitat sind Maschinen-
simulatoren fur Ausbildung und Training von Maschinenfihrern. Wahrend der Einsatz
von Simulatoren in prominenteren Bereichen wie der Pilotenausbildung seit langem (b-
lich ist, rentiert sich ihr Einsatz aufgrund immer komplexer und damit teurer werdender
Arbeitsmaschinen und gleichzeitig sinkender Kosten und steigender Leistung von VR-
Technologie auch in weniger exklusiven Arbeitsbereichen. So werden Simulatoren seit
einigen Jahren sehr erfolgreich flr Ausbildung und Training von Forstmaschinenfiihrern
eingesetzt. Hiervon angesteckt entsteht auch im Baumaschinenbereich langsam ein
entsprechendes Interesse.

Solange die Realisierung solcher Simulationsanwendungen aufgrund fehlender Lei-
stungsfahigkeit der Rechner noch nicht auf Grundlage von physikalischen Modellen
mdglich war, wurden sie rein kinematisch, zustands- und steuerungsbasiert umgesetzt.
Rein kinematisch bedeutet, dass die Simulationsmodelle keine physikalischen GréBen
wie Massen und Kréafte berlcksichtigen, sondern lediglich das Bewegungsverhalten
phanomenologisch in Form von Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Positionen
nachempfinden. Zustands- und steuerungsbasiert bedeutet, der Apfel |6st sich nicht
deshalb vom Baum, weil sein Stiel nicht mehr stark genug ist, sein Gewicht zu tragen,
sondern weil eine Logik voraussagt, dass er im Herbst abfallen wird. Und er fallt nicht
deshalb zu Boden, weil er durch seine Gewichtskraft beschleunigt wird, sondern weil
eine zweite Logik besagt, dass er sich im Zustand ,Fallend“ mit konstanter Beschleuni-
gung bis zum Boden bewegen wird.

Wahrend sich eine phdnomenologische Simulation des Apfelbeispiels noch gut und
wahrscheinlich sogar einfacher umsetzen lasst, als eine Simulation auf Grundlage ei-
nes physikalischen Modells, steigt der Aufwand fir die phanomenologische Realisie-
rung komplexerer Umgebungen Uberproportional. Gleichzeitig sinkt unweigerlich die
Realitatsnahe. AuBerdem muss jede Anwendung sehr individuell programmiert werden,
Wiederverwendung vorhandenen Codes ist nur in geringem Umfang und flr einfache
Zusammenhéange moglich.

Die Nutzung physikalischer Modelle als Grundlage fir die Anwendungsentwicklung
liegt daher nahe. Das |deal dieser Arbeit sieht vor, dass Anwendungen nicht langer
programmiert, sondern modelliert werden. Anstatt das Bewegungsverhalten des Apfels

10



1.1. Motivation

Abbildung 1.1.: Anwendungen von VR-Technologie am Institut fir Mensch-Maschine-
Interaktion der RWTH Aachen. Links: Forstmaschinensimulator fir
Ausbildung und Training. Rechts: Virtuelles Testbed flur Ilunare
Explorationsroboter.

zu programmieren, werden seine physikalischen Eigenschaften modelliert. Eine Phy-
siksimulation sorgt durch Umsetzung physikalischer GesetzmaBigkeiten dann fir das
realitditsnahe Bewegungsverhalten. Ein Simulationssystem kann so als Grundlage fir
eine Vielzahl von Anwendungen dienen. Von diesem Ideal ist die Realitat noch weit ent-
fernt, denn in der Simulationstechnik kommen, je nach fokussierter Anwendung, viele
unterschiedliche Modelle fir dynamisches Bewegungsverhalten zum Einsatz.

Abbildung 1.1 zeigt beispielhaft zwei der Anwendungen, die am Institut fir Mensch-
Maschine-Interaktion (MMI) [4] der RWTH Aachen entwickelt werden. Fir diese und vie-
le weitere scheint das Modell der Mehr-Starrkérper-Dynamiksimulation jedoch beson-
ders geeignet, eine zentrale Rolle im Reigen der Simulationsmodelle einzunehmen. Ob
autonome Roboter, industrielle Automatisierung oder Arbeitsmaschinensimulatoren: In
all diesen Bereichen kann die Starrkérperdynamik fir einen gro3en Anteil der dynami-
schen Effekte eine gute Approximation der Realitat bieten. Daher erscheint es sinnvoll,
den Nutzen eines Mehrkdrperdynamiksimulationssystems als Grundlage unterschied-
lichster Anwendungen zu evaluieren.

Veréffentlichungen zum Thema Mehrkérperdynamiksimulation bis in die jingste Zeit
zeigen, dass dieses Thema Gegenstand aktueller Forschung ist. Grundlagen der Starr-
kérperdynamik werden heute zwar teilweise schon im Grundstudium behandelt. Es han-
delt sich jedoch um ein stark idealisiertes Modell - jeder reale Kérper wird sich unter
Krafteinwirkung nicht nur bewegen, sondern auch verformen. Da das Starrkérpermo-

11
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dell diese Verformungen nicht nachbildet, kommt es bei der numerischen Simulation zu
Unstetigkeiten, die groBe Stabilitatsprobleme der Simulationsverfahren nach sich zie-
hen kénnen.

Sowohl auf kommerzieller wie auf nicht kommerzieller Ebene ist bereits eine
gro3e Anzahl von Softwarebibliotheken fir die Mehrkdrperdynamiksimulation verflgbar.
Schon die Tatsache, dass das Starrkérpermodell ein idealisiertes Modell ist, bringt es
jedoch mit sich, dass keine der verfligbaren Lésungen fir jeden Anwendungsbereich
optimal geeignet ist. Die Probleme, die durch die Abweichung zwischen Realitat und
Starrkérpermodell entstehen, werden von jeder Losung anders behandelt. Als Entwick-
ler eines Simulationssystems nicht fir eine, sondern fir eine Menge von Anwendun-
gen ist es jedoch unabdingbar, jedes Detail einer komplexen Simulationsanwendung ,in
der eigenen Hand“ zu haben, d.h. jedes Verhalten der Simulation verstehen und ggf.
anpassen zu kénnen. Greift man fir eine zentrale und gleichzeitig so komplexe Soft-
warekomponente wie eine Mehrkérperdynamiksimulation auf eine bestehende, externe
Bibliothek zurtick, besteht die gro3e Gefahr, dass aufgrund des fehlenden Verstandnis-
ses fur innere Vorgange Anpassungen nicht méglich sind, selbst wenn Zugriff auf den
Quellcode besteht.

Deshalb stand am Anfang dieser Arbeit auch die Motivation, eine eigene Simulations-
bibliothek fir die Mehrkérperdynamik zu entwickeln und dabei aus den Unzulanglichkei-
ten bekannter Konzepte zu lernen. Zur Evaluation soll ihr Einsatz und ihre Erprobung in
realen Anwendungen dienen. Realitdtsnahe, praktische Anwendungen stehen deshalb
im Vordergrund, weil nur sie geeignet sind, die wirklich notwendigen Anforderungen an
ein Simulationssystem zu definieren.

Wichtige Grundlage fur die erfolgreiche Realisierung eines Systems mit gro3em
Anwendungsspektrum ist die Integration der Mehrkdrperdynamiksimulation in das
am MMI mitentwickelte Robotersimulations- und Virtual-Reality-System (VR-System)
VEROSIM®. Durch diese Integration kann der Fokus ganz auf der eigentlichen Aufgabe
liegen, denn VEROSIM® bietet leistungsfahige Komponenten fir die Datenhaltung, die
Visualisierung, den Datenaustausch und die Benutzerfihrung. Es wird stetig auch im
Sinne der im Verlauf dieser Arbeit gestellten Anforderungen weiterentwickelt.

12
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1.2. Aufbau der Arbeit

Im Anschluss an das einleitende Kapitel liefert Kapitel 2 einen umfassenden Uberblick
Uber den Stand der Technik in all den Themengebieten, die die Mehrkdrperdynamik-
simulation betreffen. Hierzu werden zunachst Einzelaufgaben wéhrend der Simulation
identifiziert und anschlieBend zu jedem Punkt die in der Literatur beschriebenen Ver-
fahren diskutiert. Ein Schwerpunkt liegt auf dem Problem der Bestimmung der inversen
Dynamik', da dies unbestritten eine der komplexesten Aufgaben im Gesamtthemenbe-
reich darstellt.

Im Verlauf dieser Arbeit hat sich ein Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik
auf Grundlage von Lagrange-Multiplikatoren als geeignet erwiesen und wurde deshalb
als Grundlage vieler Anwendungen realisiert. Das dritte Kapitel beschreibt die wesent-
lichen Details dieses Verfahrens. Hierzu gehéren vor allem die mathematischen Grund-
lagen, die Formulierung und Berlcksichtigung klassischer und erweiterter Zwangsbe-
dingungen sowie die Beschreibung und Untersuchung numerischer Losungsverfahren
flr das resultierende mathematische Problem.

Kontaktgraphen liefern eine abstrakte Sicht auf ein Simulationsmodell und dienen als
Grundlage fir heuristische Verfahren zur Optimierung der vorgestellten Simulationsver-
fahren. Die Idee des Kontaktgraphen wurde im Laufe des Einsatzes der Realisierung
vieler Anwendungen verfeinert und als ein eigenes Werkzeug mit vielen Anwendungen
umgesetzt. Die Konzepte und Werkzeuge und ihre Realisierungen behandelt Kapitel 4.

Kapitel 5 behandelt praxisnahe Aspekte der Realisierung des Simulationssystems,
die vor allem fur die spatere Weiterentwicklung eine wertvolle Informationsquelle dar-
stellen. Aber auch neue Konzepte zur Modellierung von Anwendungen mit VEROSIM®
auf Basis des realisierten Mehrkdrperdynamiksimulationssystems werden hier be-
schrieben.

Kapitel 6 schlieBlich bildet neben Kapitel 3 den zweiten Schwerpunkt der Arbeit. Hier
werden die Anwendungen und ihre Entwicklung vorgestellt, die auf dem im Rahmen
dieser Arbeit entstandenen Mehrkérperdynamiksimulationssystem basieren. Zur deren
Realisierung sind auch mit dem hier vorgestellten Mehrkérperdynamiksimulationssys-
tem anwendungsindividuelle Entwicklungen notwendig. Im Verlauf dieses Kapitels wird
jedoch deutlich, dass der Anteil solcher anwendungsindividuellen Entwicklungsarbei-
ten durch die gemeinsame Grundlage der Dynamiksimulation gering gehalten werden

Die inverse Dynamik beantwortet die Frage nach den notwendigen Kraften und Momenten zur Errei-
chung eines geforderten, realitdtsnahen Bewegungsverhaltens

13
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kann. AuBerdem werden am konkreten Beispiel von Bodenmechanik- und Schuttgutsi-
mulation Konzepte vorgestellt, die die Verknlpfung anderer Verfahren der Dynamiksi-
mulation mit der Mehrkdérperdynamiksimulation erlauben.

Das letzte Kapitel schlief3lich fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen. Hierzu
gehdren die systematische Entwicklung eines vielseitigen, effizienten und robusten
Mehrkérperdynamiksimulationssystems, Verfahren zu dessen Optimierung im Hinblick
auf ein breites Anwendungsspektrum, seine geschickte Einbindung in ein modernes
Robotersimulations- und Virtual-Reality-System, die detaillierte Analyse wesentlicher
Lésungsverfahren fir das formulierte mathematische Problem der inversen Dynamik
und moderne Konzepte und Verfahren zur Verbindung von Mehrkérperdynamiksimula-
tion mit anderen Simulationsverfahren. Zum Abschluss erfolgt ein Ausblick auf zukunfti-
ge Entwicklungen.

14
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Verfahren der Simulation von
Mehrkorpersystemen: Stand der
Technik

Obwohl der Begriff Mehrkdrperdynamiksimulation prinzipiell auch die Interaktionen
nicht starrer Kérper abdeckt, wird er doch meist mit rein starren Kérpern assoziiert.
Dies liegt u.a. an der Tatsache, dass das Modell des starren Korpers gut verstanden
und vollstéandig formal beschrieben ist. Aus Sicht der Anwendungserstellung bietet es
auBBerdem einen ausgezeichneten Kompromiss zwischen dem Aufwand, der fir die
Modellierung einer dynamikbasierten Simulation notwendig ist und dem Nutzen, den
man als Entwickler in Form einer realitdtsnahen Simulation erhélt. AuBerdem sind auch
Starrkdrpersimulationen nicht ,absolut starr”: In gewissen Grenzen lassen sich definier-
te flexible Elemente realisieren, z.B. als Verbindungsglieder zwischen einzelnen Kor-
pern. Weil sich das Mehr-Starrkérpermodell als geeignete Grundlage fir viele der im
Rahmen dieser Arbeit untersuchten Anwendungen erwiesen hat, wird hier von starren
Mehrkdrpersystemen ausgegangen.

Wer heute anfangt, sich dem Thema Mehrkérperdynamiksimulation zu widmen, iden-
tifiziert im Wesentlichen zwei Gruppen von Interessenten: Ein groBer Teil der Literatur
betrachtet das Thema sehr grundlagenorientiert. Hier hat sich die Wendung ,Starrkor-
perdynamik mit Gelenken, Kontakten und Reibung® (engl.: Rigid Body Dynamics with
Joints, Contacts and Friction) zu einem Standard-Problem der angewandten Physik ent-
wickelt, fir das auf analytischem und haufig sehr formalem Wege neue mathematische
Formulierungen und Lésungen gesucht und beschrieben werden. Auf der anderen Seite
gibt es eine stetig wachsende Gemeinde von Entwicklern, die dem Thema sehr anwen-
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dungsorientiert begegnet. Sie kommen aus der Praxis, haben konkrete Anwendungen
und daraus resultierende Anforderungen und diskutieren haufig auf Basis einer der vie-
len frei verfligbaren Implementierungen wie Bullet [1] oder der Open Dynamics Engine
(ODE) [121].

Dieses Kapitel beleuchtet die praktischen und theoretischen Aspekte der Mehr-
korperdynamiksimulation ausgehend von der Problemstellung der Anwendungsent-
wicklung. Da sich bei Einsatz einer der bestehenden Bibliotheken haufig herausstellt,
dass eine hiermit erzeugte Simulation nicht das erwartete Verhalten zeigt, kann dieses
Kapitel auch in diesem Fall eine nutzliche Informationsquelle sein.

Die bis heute bekannten und verbreiteten Verfahren und die zugehdrigen Begriffe und
Formulierungen der Mehrkérperdynamiksimulation werden geordnet und erldutert. Da
diese Arbeit eine ganzheitliche Sicht Uber das Themengebiet liefern méchte, werden zu-
nachst die einzelnen Aufgaben, die mit diesem Kontext assoziiert werden, separiert und
beschrieben. Die dann folgenden Unterkapitel greifen die in der Literatur verwendeten
Begriffe aus dem Bereich Mehrkdrperdynamiksimulation auf und beschreiben jeweils,
welche Verfahren zur Bearbeitung der Teilaufgaben existieren und wie sie funktionieren.

2.1. Teilaufgaben einer Mehrkorperdynamiksimulation

Die im Folgenden aufgeflhrten Teilaufgaben der Mehrkérperdynamiksimulation werden
nicht in jedem Simulationsverfahren separiert behandelt. Dennoch bieten sie eine ge-
eignete thematische Gliederung der nachfolgend beschriebenen Verfahren.

1. Die Steuerung des zeitlichen Ablaufs: Die zeitliche Steuerung ist aus software-
technischer Sicht die zentrale Komponente im Gesamtsystem. Sie bestimmt die
zeitlichen Schrittweiten, ggf. unter Zuhilfenahme der anderen Komponenten und
definiert darlber hinaus die Abarbeitungsreihenfolge der anderen Komponenten.

2. Die Kollisionserkennung und Kontaktpunktbestimmung: Die Kollisionserken-
nung Uberprift die beteiligten Kérper auf Kollisionen oder gegenseitige Durchdrin-
gung. Fur die physikalisch basierte Simulation ist neben der reinen Feststellung
einer Kollision die Bestimmung von Kontaktpunkten mit jeweils einer Position, ei-
ner Kontaktnormalen und ggf. der Durchdringungstiefe notwendig. Zwischen zwei
Kérpern kdnnen dabei auch mehr als ein einzelner Kontaktpunkt notwendig sein,
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wenn z.B. eine stabile Ruhelage von aufeinander gestapelten Kdrpern erreicht
werden soll.

. Die Kollisionsbehandlung: Sto3en zwei Kérper mit einer nicht verschwinden-
den relativen Geschwindigkeit aufeinander, sorgt die Kollisionsbehandlung fir ein
Auseinanderdriften der Kérper im Fortgang der Simulation. Dies geschieht, indem
Kollisionskrafte bestimmt und aufgewendet werden. Im Gegensatz zur Kollision
wird der ruhende Kontakt durch eine Zwangsbedingung berlcksichtigt.

. Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen: Zwangsbedingungen schranken
die méglichen Freiheitsgrade des Mehrkdrpersystems ein. Sie werden u.a. durch
Kontakte und Gelenke impliziert. Die Berlicksichtigung von Zwangsbedingungen
ist eine der komplexesten Aufgaben im Kontext der Mehrkérperdynamiksimulation
und bildet daher einen Schwerpunkt in diesem Kapitel.

Je nach eingesetztem Verfahren spricht man bei dieser Aufgabe auch von der
Bestimmung der inversen Dynamik. Diese Formulierung rihrt daher, dass aus-
gehend von einem gewulnschten bzw. realitdtsnahen Verhalten des Mehrkérper-
systems z.B. an einem Gelenk die daflr nétigen Krafte und Momente bestimmt
werden. Die Vorwértsdynamik im Gegensatz hierzu bestimmt das Bewegungs-
verhalten des Mehrkorpersystems, wenn alle Krafte und Momente bekannt sind,
und entspricht damit im Wesentlichen der Animation der Bewegungsgleichun-
gen (s.u.). Diese Komponente wird im Folgenden mit dem englischen Fachbegriff
Constraint-Solver bezeichnet.

. Animation der Bewegungsgleichungen: Sind die Bewegungsgleichungen so-
wie alle wirkenden Kréafte und Momente des Mehrkdrpersystems bekannt, folgt die
Animation, d.h. die numerische Integration der Bewegungsgleichungen. Hieraus
resultieren neue Geschwindigkeiten, Positionen und Orientierungen der Kérper
im System. Diese Komponente wird im Folgenden mit dem englischen Fachbe-
griff Motion-Solver bezeichnet.

. Die Fehlerkorrektur: Wahrend der Bestimmung der inversen Dynamik kdnnen
Positions- und Orientierungszwangsbedingungen nicht immer direkt bertcksich-
tigt werden, sondern nur durch entsprechende Derivate, d.h. Zwangsbedingungen
mit Bezug auf Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen. Kleine Fehler wahrend
der Simulation, hervorgerufen u.a. durch die numerische Integration, fihren zu

17



Kapitel 2. Verfahren der Simulation von Mehrkérpersystemen: Stand der Technik

Verletzungen der urspringlichen Zwangsbedingungen, die durch eine Fehlerkor-
rektur beseitigt werden mussen.

2.2. Steuerung des zeitlichen Ablaufs

Die numerische Dynamiksimulation erfordert die Diskretisierung der Zeit. Die Zeitsteue-
rung ist damit die zentrale Komponente der zeitdiskreten Dynamiksimulation. Sie tber-
wacht den Fortschritt der Simulationszeit und steuert die anderen Komponenten der Si-
mulation, die Kollisionserkennung und -behandlung, den Constraint-Solver, den Motion-
Solver und die Fehlerkorrektur an.

Im Kontext realzeitfahiger oder interaktiver Systeme ist eine moglichst gro3e Zeit-
schrittweite wiinschenswert. Sie wird durch unterschiedliche Aspekte begrenzt: Wer-
den im Mehrkorpersystem Kontakte und Kollisionen berlcksichtigt, sollte ein Zeitschritt
maoglichst immer nur bis zum nachsten Erscheinen oder Verschwinden eines Kontaktes
andauern. Ab diesem Zeitpunkt verandert sich die Konstellation auftretender Krafte und
Momente. In Mehrkdrpersystemen mit Maximalkoordinatenansatz (vgl. Kapitel 2.5.1 auf
Seite 43) mlssen nicht nur in Kontakten, sondern auch in Lagern und Gelenken explizit
Zwangskrafte bestimmt werden. Da diese im Allgemeinen nicht konstant sind, sondern
in Abhangigkeit von Positionen und Geschwindigkeiten im Mehrkérpersystem stark vari-
ieren, muss die Zeitschrittweite klein genug sein, um die gerade wirkenden Zwangskraf-
te stetig bestimmen und berlcksichtigen zu kénnen. Zuletzt muss der unvermeidliche
Fehler numerischer Integrationsverfahren bertcksichtigt werden, der mit der GréBe der
Zeitschrittweite ansteigt.

Grundsatzlich unterscheidet man die Zeitsteuerungsverfahren danach, ob sie mit va-
riablen oder mit konstanten Zeitschrittweiten arbeiten. Zeitsteuerungen mit variablen
Schrittweiten nutzen die Kollisionserkennung und den Motion-Solver, um ausgehend
von einem gultigen Zustand der Mehrkdrpersystems den nachsten Zeitpunkt festzustel-
len, zu dem eine neue Kollision auftritt. Der Motion-Solver flihrt die Bewegungssimu-
lation bis zu diesem Zeitpunkt aus. Dort werden die Kontaktpunkte bestimmt, so dass
die durch sie verursachten Krafte fir den nachsten Zeitschritt berlicksichtigt werden
kénnen.

Die Alternative zur Bestimmung einer Zeitschrittweite zur Laufzeit der Simulation sind
konstante Schrittweiten. Hier wird ganzlich auf die Bestimmung einer optimalen Zeit-
schrittweite verzichtet und stattdessen eine konstante Schrittweite h = At angesetzt.
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2.2.1. Variable Schrittweiten mit Zeitschritt-Unterteilungsverfahren

Ein einfacher Ansatz, den Zeitpunkt ¢~ der nachsten Kollision zu bestimmen, besteht in
einem Unterteilungs- (engl.: Backtracking-)-Verfahren [9, 17, 89]. Ausgehend von einem
Zeitpunkt ¢, wird die Zeit um einen konstanten Wert h fortgeschrieben und der Motion-
Solver animiert die Bewegungsgleichungen bis zum neuen Zeitpunkt ¢,, = t, + h. Stellt
die Kollisionserkennung im neuen Zeitpunkt ¢,, Durchdringungen der Kérper fest, lag der
echte Kollisionszeitpunkt vor ¢,,. Dann muss die Simulation zum Zeitpunkt ¢, zurlickkeh-
ren und einen kleineren Zeitschritt versuchen. Bei Einsatz eines Bisektionsverfahrens
wahlt man ¢, = to + h/2 und wiederholt den Vorgang. Stellt die Kollisionserkennung kei-
ne oder nur geringe Durchdringungen fest, so ist der Zeitpunkt der nachsten Kollision
ausreichend genau gefunden.

2.2.2. Variable Schrittweiten mit dem Einseiten-Verfahren

Beim Einseiten-Verfahren [91, 88] (engl.: Conservative Advancement) werden zunachst
alle potentiellen Kollisionspaarungen nach ihrem voraussichtlichen Kollisionszeitpunkt
(engl.: Time of Impact, TOI) in einer Liste sortiert, so dass das Paar, dessen Kollision
als nachstes auftritt, an erster Position steht. Die Schatzung des Kollisionszeitpunk-
tes geschieht dabei konservativ, der geschatzte Zeitpunkt liegt also in jedem Fall vor
dem tats&achlichen Zeitpunkt. Die Bewegungsgleichungen kénnen nun sicher, d.h. oh-
ne, dass eine Kollision berlcksichtigt werden musste, bis zu diesem Zeitpunkt animiert
werden.

Im Anschluss wird auf Grundlage des Lin/Canny ,Closest-Features-Algorithmus® [79]
der Abstand des ersten Kollisionspaares bestimmt. Liegt er noch tber einem Grenzwert
¢, wird eine neue konservative Schatzung des Kollisionszeitpunktes bestimmt. Das ge-
rade betrachtete Paar wird ggf. neu in die Liste der Kollisionskandidaten einsortiert.
Jetzt kbénnen die Bewegungsgleichungen aller Kérper bis zum neuen néchsten Kollisi-
onszeitpunkt animiert werden.

Liegt der Abstand unter dem Grenzwert ¢, wird eine Kollision deklariert und durch
Aufbringen der aus ihr resultierenden Krafte behandelt. Die geschétzten Kollisionszeit-
punkte aller betroffenen Kollisionskandidaten missen nun erneut bestimmt werden, da
sie sich durch die eingebrachten Krafte verandert haben kdnnen.
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2.2.3. Variable Schrittweiten mit dem Timewarp-Algorithmus

Eine weitere Variante der zeitlichen Steuerung beschreibt Mirtich in [90]. Er wendet Jef-
fersons Timewarp-Algorithmus [68] auf die Simulation von Starrkérpern an. Ziel ist es,
eine hohe Parallelisierbarkeit der Simulation einzelner Kérper zu erreichen: Jeder ein-
zelne Starrkérper und jedes gelenkgekoppelte System wird in einem eigenen Prozess
simuliert. Der Algorithmus minimiert die Anzahl notwendiger Synchronisierungen zwi-
schen den Prozessen. Viele Kérper kénnen unabhangig von den anderen simuliert wer-
den. Nur wenn tatséchlich Kollisionen oder Kontakte zwischen ihnen auftreten, missen
die nebenlaufigen Prozesse synchronisiert werden. In den einzelnen Prozessen sind
u.U. sehr groBe Zeitschrittweiten moglich.

Nachteilig ist: Tritt eine Kollision auf, missen die beteiligten Prozesse u.U. um langere
Zeitabschnitte ,zurickgedreht” werden. Dieses Verfahren scheint nur fir sehr spezielle
Anwendungen einsetzbar zu sein: Der Vorteil der Parallelitat wirkt nur in Konfiguratio-
nen, die viele unabhangige Kérpergruppen besitzen und die dartber hinaus nur selten
interagieren. Andernfalls wiegt der Nachteil des notwendigen ,Zuriickdrehens® den Vor-
teil der Parallelitat schnell auf.

2.2.4. Zeitliche Steuerungen mit konstanter Schrittweite

Bei einer Diskretisierung mit konstanter Schrittweite spricht man von , Time-Stepping*“-
Verfahren. Ausgehend von einem gultigen Zustand der Mehrkdrpersimulation zum Zeit-
punkt ¢ wird die Simulationszeit um einen konstanten Wert h = At fortgeschrieben.
Offensichtlicher Vorteil dieses Vorgehens ist das vollstandige Entfallen der aufwandi-
gen Bestimmung der Zeitschrittweite. Im Gegenzug fuhrt die feste Schrittweite auch
zu Problemen: So werden bei weitgehend unverénderten Bedingungen mdglicherwei-
se unndtig kleine und viele Zeitschritte durchgefuhrt. Weiterhin kénnen relativ grof3e
Durchdringungen in Kontaktpunkten auftreten. Abbildung 2.1 verdeutlicht dieses Pro-
blem: Wahrend zum Zeitpunkt ¢ noch keine Kollision stattfindet und entsprechend auch
nicht bertcksichtigt werden kann, durchdringen sich beide Kérper zum Zeitpunkt ¢ + h
bereits deutlich.

Eine Méglichkeit, solche Durchdringungen auch bei konstanten Schrittweiten zu ver-
hindern, besteht in der Implementierung eines Backtracking-Algorithmus [126, 43]. Zu
Beginn eines neuen Zeitschrittes zum Zeitpunkt ¢ wird zunachst die Kollisionserken-
nung durchgefahrt. Alle gefundenen Kontakte werden in einer Menge S vermerkt. Die
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Abbildung 2.1.: 2D Darstellung der Problems der Durchdringung bei konstanter Zeit-
schrittweite

resultierenden Kontaktkrafte werden in das System eingebracht und die Bewegungs-
gleichungen unter Berlcksichtigung der Kontaktkrafte Gber den Zeitschritt » = At hin-
weg animiert. Am Ende des Zeitschrittes, im Zeitpunkt ¢ + A, wird erneut eine Kollisi-
onserkennung durchgefuhrt. Treten keine neuen Kontakte auf, kann mit dem nachsten
Zeitschritt begonnen werden. Sind jedoch neue Kontakte hinzugekommen, die im Zeit-
punkt ¢ noch nicht auftraten, werden diese der Menge der Kontakte S hinzugefligt und
der Animationsschritt von ¢ — ¢+ h wird erneut durchgeftihrt, dieses Mal auch unter Be-
ricksichtigung der zuklnftig auftretenden Kontakte. Das Ablaufdiagramm in Abbildung
2.2 verdeutlicht den Vorgang. Auf diesem Weg kénnen Durchdringungen zwar verhin-
dert werden, durch die Berlcksichtigung von erst in Zukunft auftretenden Kontakten
stellen sich allerdings andere, ungewollte Effekte ein, z.B. das ,Schweben® von Kérpern
in geringer Hohe oder das Abprallen kurz vor einer Wand wie von Geisterhand.

Abbildung 2.2.: Verfahren zur Vermeidung von Durchdringungen durch Detektion zu-
kinftiger Kontakte bei konstanter Zeitschrittweite
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Auch Iasst sich Uber das Laufzeitverhalten dieses Algorithmus nur schwer eine Aus-
sage treffen. Zwar ist sicher, dass er terminieren wird, da die Anzahl der Kontakte in
jedem Fall endlich ist. Wie haufig er jedoch iterieren muss, kann sehr stark variieren.
DarUber hinaus muss gerade die rechenzeitintensive Kollisionserkennung mehrfach pro
Simulationsschritt ausgeflihrt werden, was einen negativen Einfluss auf das Gesamt-
laufzeitverhalten hat.

Neben dem Problem der Durchdringungen verursachen Zeitschritte konstanter Lan-
ge eine weitere Ungenauigkeit der Simulation: Der Zeitpunkt jeder Kollision wird nach
hinten - bzw. beim Backtracking nach vorne - in der Zeit verschoben, da Kontakte nur
zu den aquidistanten, diskreten Zeitpunkten der Simulation detektiert und bericksichtigt
werden kdnnen. Ebenso wie die unvermeidlichen Fehler durch numerische Integrations-
verfahren konvergieren beide Fehler jedoch mit kleiner werdendem h = At gegen Null.
Fdr Anwendungen mit hohem Anspruch an die Genauigkeit sind diese Effekte aber zu
bertcksichtigen.

2.3. Kollisionserkennung und Bestimmung von
Kontaktpunkten

Das Erkennen von Kollisionen zwischen geometrischen Elementen ist eine zentrale Auf-
gabe flir die Dynamiksimulation. Sie ist besonders rechenintensiv und liegt damit auf
dem kritischen Pfad im Hinblick auf das Laufzeitverhalten einer Simulation. Es werden
Kollisionserkennung und Kontaktpunktbestimmung unterschieden: Ergebnis der Kollisi-
onserkennung ist die Information, ob zwei Kérper miteinander kollidieren und ggf. wel-
chen minimalen Abstand sie voneinander haben. Fir viele Anwendungen der Virtuellen
Realitat, z.B. die Bahnplanung von Industrierobotern, ist dies eine hinreichende Infor-
mation [102, 117]. Fir die physikalische Simulation, die u.a. der Kollisions- und Kon-
taktbehandlung dient, ist zusatzlich die Bestimmung einer genauen Kontakigeometrie
erforderlich: Hierzu gehdren mindestens ein Paar Kontaktpunkte, an denen Kontakt-
krafte wirken, die zugehdrigen Kontaktnormalen, welche die Richtung der Kontaktkrafte
definieren sowie ggf. die Durchdringungstiefe.

Ein naiver Ansatz zur Erkennung aller Kollisionen zwischen n Kérpern Gberprift alle
mdglichen Paarungen von Koérpern detailliert auf Kollision, was n(n — 1)/2 Vergleiche
erfordert. Um dieses quadratische Laufzeitverhalten zu umgehen, besteht eine Kollisi-
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onserkennung typischerweise aus unterschiedlichen Phasen, durch deren Einsatz eine
signifikante Reduzierung der Gesamtlaufzeit erreicht wird. Eine sinnféllige Unterteilung
besteht aus drei Stufen:

1. Grobphase: Im ersten Schritt, der Grobphase (engl.: Broad Phase), wird die An-
zahl potenziell kollidierender Kérperpaare stark reduziert. Dies verringert die An-
zahl notwendiger Vergleiche in den nachfolgenden Phasen.

2. Mittelphase: Der Begriff Mittelphase (engl.: Mid-Phase) der Kollisionserkennung
ist nicht so weit verbreitet wie die Begriffe Grob- und Detailphase (s.u.) und zu-
dem unterschiedlich belegt. Daher sollen die unterschiedlichen Deutungen an die-
ser Stelle nur kurz benannt werden. So wird manchmal die Identifikation der von
der Kollision betroffenen Primitiven in den BVH-Verfahren' der Detailphase als
Mittelphase bezeichnet. An anderer Stelle wird die Zerlegung von nicht konvexen
Polyedern in eine Menge konvexer Polyeder, die einige Verfahren der Detailphase
erfordern, als Mittelphase bezeichnet.

3. Detailphase: In der Detailphase (engl.: Narrow Phase) schlief3lich wird die exakte
Kollisionserkennung und Kontaktpunktbestimmung durchgefihrt.

Ein phasendbergreifendes Werkzeug in der Kollisionserkennung ist die Einfihrung
primitiver HUllkérper (engl.: Bounding Volumes). Hier kommen meist achsenparallele
Boxen (engl.: Axis-Aligned Bounding Box, AABB), orientierte Boxen (engl.: Oriented
Bounding Box, OBB) oder Kugeln zum Einsatz. Ein solcher Hillkérper umschlief3t voll-
sténdig eine gegebene Geometrie. Primitive Hillkdrper verbinden zwei wesentliche Ei-
genschaften: Kollisionen zwischen zwei Instanzen ihrer Art lassen sich sehr schnell
ausschlief3en und ihre Ausmafe lassen sich mit vertretbarem Mehraufwand bestim-
men. Zwischen zwei achsenparallelen Boxen z.B. lasst sich eine Kollision mit maximal
sechs skalaren Vergleichen ausschlie3en, im glnstigsten Fall sogar mit einem einzigen.

2.3.1. Verfahren in der Grobphase

Im Bereich der interaktiven Dynamiksimulation kommen wahrend der Grobphase vor
allem zwei Verfahren zum Einsatz: Zum einen unterschiedliche Varianten der Raum-
unterteilung [78, 84] (engl.: Space Partitioning oder Spatial Subdivision), zum anderen
das sogenannte ,Sweep-and-Prune® [10, 36] (friher auch ,Sort and Sweep* genannt).

1 ,Bounding Volume Hierarchies®, vgl. Kapitel 2.3.2 auf Seite 29
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Raumunterteilungs-Verfahren

Die einfachste Variante der Raumunterteilung teilt den Gesamtraum einer Szene durch
ein Netz mit festgelegter ZellgréBe in mehrere Unterrdume auf (engl.: Uniform Subdivi-
sion) [48], vgl. Abbildung 2.3. Jeder Kérper der Szene wird allen Unterrdumen zugeord-
net, die er bzw. sein primitiver Hullkérper (z.B. AABB) schneidet. Je nach Anwendung
wird die Zerlegung in allen drei Raumrichtungen (Bsp.: Asteroidenfeld) oder nur in der
Ebene (Bsp.: Billardtisch) durchgefuhrt. Die festgelegte Zellengré3e hat den Vorteil,
dass eine einfache Zuordnung von Kérpern zu den von ihnen berthrten Zellen méglich
ist. Andert ein Kérper seine Position, muss nur seine eigene Zellenzuordnung aktua-
lisiert werden. Daher bedeutet die Neuzuordnung nur geringen Mehraufwand. Auf der
anderen Seite ist das Finden einer optimalen ZellengréB3e ein nicht triviales Optimie-
rungsproblem: Eine zu kleine Zellengrd3e resultiert in einer gro3en Anzahl Zellen, von
denen viele ganz leer sind oder nur einen Kérper beinhalten. Zu grof3e Zellen hinge-
gen werden von vielen Kérpern berthrt, so dass der Vorteil der Partitionierung verloren
geht.

Abbildung 2.3.: Verfahren der Raumunterteilung, von links: GleichmaBiges Gitter, hier-
archisches Gitter, bindre Raumunterteilung

Ausgekllgelte Varianten verwenden hierarchische Unterteilungen: Das Verfahren be-
ginnt mit einer groben Unterteilung der gesamten Szene. Enthalt eine Zelle sehr viele
Koérper, wird die einzelne Zelle erneut unterteilt usw.. Durch dieses Vorgehen erhélt man
eine homogene Aufteilung von Kérpern auf Unterrdume. Die resultierende Datenstruk-
tur sind Quad- (Unterteilung nur in der Ebene) oder Octrees (Unterteilung in allen drei
Raumrichtungen) [48]. Nachteil ist jedoch, dass die Unterteilung des Gesamtraumes
wahrend der Simulation aktualisiert werden muss, sobald sich die Verteilung der Kér-
per im Raum verandert. Auch das Problem mit u.U. vielen leeren Zellen umgeht man
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hiermit nicht.

Eine Alternative zur Unterteilung des Raumes in Unterrdume mit konstanter Gro-
Be sind binare Unterteilungsverfahren [33, 96] (engl: Binary Space Partitioning, BSP).
Solche Verfahren unterteilen den Gesamtraum rekursiv mit Trennebenen in je zwei Un-
terrdume, so dass in beiden Unterraumen die gleiche oder &hnliche Anzahl an Kbrpern
enthalten ist. Die Partitionierung der Szene wird durch einen bindren Suchbaum re-
prasentiert. Diese Verfahren erreichen zwar eine homogene Verteilung der Kérper auf
die Unterrdume, jedoch gilt auch hier, dass die Anderung der Position eines Kérpers zu
einem unausgeglichenen Suchbaum fihrt, dessen erneuter Ausgleich u.U. sehr rechen-
intensiv ist. In [83] werden die ,halbausgleichenden Bindrbaume* (engl.: Semi-adjusting
BSP-trees) vorgestellt. Mittels flinf spezieller Operatoren kénnen lokal unausgeglichene
Suchbaume effizient wieder ausgeglichen werden. Eine weitere spezielle Variante der
bindren Raumunterteilung sind kd-Baume [24, 122]. Analog zu k-DOPs? bei den primi-
tiven HUllkérpern werden bei kd-Baumen zur Raumunterteilung Ebenen mit einer von &
diskreten Orientierungen genutzt, die jedoch frei im Raum ausgerichtet sein kénnen.

Sweep-and-Prune

Erstmalig noch unter dem Namen ,Sort and Sweep® von Baraff [10] vorgestellt und
erweitert und implementiert in der Bibliothek /-Collide [36], ist es bis heute das meist
genutzte Verfahren in der Grobphase der Kollisionserkennung. Es arbeitet wie folgt:
Die achsenparallelen Hullkorperboxen (AABBs) aller Kérper werden auf eine dedizierte
Raumachse projiziert, so dass jede AABB durch ein Intervall reprasentiert wird. Die In-
tervallgrenzen werden in einer sortierten Liste L abgelegt. Im Folgenden wird zusatzlich
eine Menge O von Koérpern und eine Menge P von Kollisionspaar-Kandidaten benétigt.
Die Grobphase beginnt mit einem Durchlauf durch die sortierte Intervallliste: Trifft der
Algorithmus beim Durchlauf auf den Intervallanfang von Kérper i, werden alle Paarun-
gen (K;, K, € O) bestehend aus Korper i und allen anderen Kérpern der Menge O
gebildet und in der Menge P abgelegt. Trifft er auf das Intervallende von Kérper i, so
wird K; aus der Menge O entfernt. Ist der Listendurchlauf beendet, enthalt die Men-
ge P alle Korper-Paarungen, die potenziell kollidieren und im Detail untersucht werden
muUssen. Abbildung 2.4 zeigt eine grafische Darstellung des Verfahrens.
Sweep-and-Prune nutzt besonders gut den Effekt der zeitlichen Koharenz (engl.:
Temporal Coherence) in einer Simulationsszene: Haufig ist die Annahme giiltig, dass

2DOP: Discrete Oriented Polytope. Siehe Kapitel 2.3.2, Seite 29
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Abbildung 2.4.: Sweep-and-Prune: Die Ausdehnungen der Kérper werden auf eine de-
dizierte Raumachse projiziert. Ein Durchlauf Uber die sortierten Inter-
vallgrenzen liefert die potenziell kollidierenden Paarungen.

sich die Positionen der Kérper zwischen zwei aufeinanderfolgenden Simulationsschrit-
ten nur geringflgig andern. Entsprechend missen auch nur relativ wenige Aktualisie-
rungen der Intervalllisten vorgenommen werden. Die Intervalllisten missen dartber hin-
aus nicht vollstandig neu sortiert werden. Hat ein Objekt seine Position verandert, muss
es lediglich aus der sortierten Liste entfernt und neu eingefligt werden. Dieser Vorgang
ist mit konstanter Zeitkomplexitat moglich.

Das Verfahren kann weiter verfeinert werden, indem zwei oder drei Achsen, typi-
scherweise jeweils orthogonal zueinander, zur Projektion der AABBs genutzt werden.
I-Collide [36] verwaltet zusatzlich zu den drei Intervalllisten je eine boolesche Tabelle,
die fiir jede mogliche Paarung den Status der Uberlappung in der betreffenden Richtung
vorhalt. Hat sich in der Szene ein Kdérper bewegt, wird er neu in die drei Intervalllisten
einsortiert und der Status der betroffenen Paarungen in den drei booleschen Tabellen
aktualisiert. Nachfolgende Anfragen kénnen jetzt schnell beantwortet werden.

Obige Ausfithrungen sind nur ein erster Uberblick tiber die heute gebrauchlichen Ver-
fahren fir die Grobphase der Kollisionserkennung. Sie erreichen fir eine Vielzahl von
Anwendungen der Virtuellen Realitat eine véllig ausreichende Leistung, Rocha [101]
liefert eine entsprechende Analyse. Tracy et al. [132] kombinieren die Verfahren der
Raumunterteilung und des Sweep-and-Prune miteinander und erreichen auf diesem
Weg flr sehr gro3e Probleme (100.000 Objekte, davon 10.000 bewegt) noch einmal
leichte Leistungsgewinne. Ein noch recht junger, vielversprechender Ansatz fur noch
héhere Leistungswerte ist die Nutzung von massiv parallelen Architekturen mit Strea-
ming Prozessoren, wie sie auf modernen Grafikkarten zur Verfligung stehen. Heyn et al.
[60] und Mazhar [84] nutzen eine parallelisierte Version der Raumunterteilung zur effizi-
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enten Kollisionserkennung zwischen Millionen von Kugeln. Da ihr Verfahren auf Kugeln
als Kollisionskérper beschrankt ist, kdnnte es beim Einsatz von Kugeln als Hullkérper in
speziellen Anwendungen zur Realisierung einer hochperformanten Grobphase genutzt
werden.

2.3.2. Verfahren in der Detailphase

Aus Sicht der Anwendung von Kollisionserkennung in der Dynamiksimulation werden an
die Detailphase die h6chsten Anforderungen gestellt. Zu einem einzelnen Kontaktpunkt
zwischen zwei Korpern ist fir die physikalische Simulation die Bestimmung folgender
Kontaktpunktattribute notwendig:

» Die Kontaktpunktposition auf jedem der Kérper. An diesen Positionen greifen die
Kréafte an, die eine weitere Durchdringung der Kérper verhindern, eine bestehende
Durchdringung korrigieren oder durch Kontaktreibung hervorgerufen werden.

+ Die Kollisions- oder Kontaktnormale. Die Kontaktnormale beschreibt die Richtung
der Krafteinwirkung, die der Kontaktpunkt hervorruft.

 Die Durchdringungstiefe: Liegt im Kontakt bereits eine Durchdringung vor, besteht
in Richtung der Kontaktnormalen die maximale Durchdringungstiefe zwischen den
Kérpern.

Um eine stabile Ruhelage gewahrleisten zu kénnen, missen zwischen zwei Kérpern
gaf. mehrere Kontaktpunkie gleichzeitig gefunden werden kdnnen. Man spricht in die-
sem Fall von der Bestimmung einer Kontaktgeometrie.

Abbildung 2.5.: Kategorisierung von 3D-Modellen [80]
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Die in der Detailphase verwendeten Verfahren sind stark abhéngig von den einge-
setzten Geometriereprasentation: Von Lin und Gottschalk [80] stammt die in Abbildung
2.5 dargestellte Kategorisierung. Auf der ersten Ebene werden polygonale und nicht
polygonale Geometrien unterschieden. Der Grof3teil der Literatur im Zusammenhang
mit Kollisionserkennung im Bereich Virtueller Realitat befasst sich mit polygonalen Mo-
dellen. Einerseits ist die polygonale Darstellung eine Grundform, in die alle anderen
Darstellungsformen leicht transformiert werden kdnnen, andererseits ist die Mehrheit
der heute eingesetzten Grafikhard- und -software auf diese Darstellungsvariante hin
optimiert, was die Nutzung dieser ohnehin vorhandenen Datenstruktur auch fir die phy-
sikalische Simulation nahelegt.

Konstruktive Festkorpergeometrie - Primitive geometrische Korper

Im Bereich der nicht-polygonalen Varianten hat vor allem die konstruktive Festkérper-
geometrie (engl.: Constructive Solid Geometry, CSG) eine nennenswerte Verbreitung
bei physikalisch basierter Simulation in Virtueller Realitat: Viele Softwarebibliotheken
unterstitzen geometrische Primitive und Kompositionen hieraus als Kollisionskdrper.
Typische Reprasentanten solcher Primitiven sind Kugeln, Quader und Kugelzylinder
(engl.: Capped Cylinder oder Cylsphere). Die Kollisionserkennung mit solchen Primiti-
ven ist schnell und exakt und erlaubt ,echt runde“ Formen im Gegensatz zur Approxi-
mation z.B. einer Kugel durch einen Polyeder. Aul3erdem ist die genaue Bestimmung
aller Kontaktattribute und einer Kontaktgeometrie mdglich. Liegt z.B. ein Zylinder eben
auf einer Box, so ist es relativ einfach mdglich, zwei Kontaktpunkte zu bestimmen, die
eine robuste Kontaktgeometrie definieren.

Die Approximation von realen Gegenstanden durch Primitive oder Kompositionen
aus Primitiven kann jedoch sehr ungenau sein oder aber zur genauen Approximation
sind so viele Primitive notwendig, dass der Vorteil der hohen Geschwindigkeit verloren
geht. Aus Sicht der Implementierung kommen zwei weitere Nachteile hinzu: Zum einen
mussen bei Hinzufigen eines neuen Geometrietyps neue Algorithmen zur Kontakt-
punktbestimmung zwischen allen neu entstehenden méglichen Paarungen von Geo-
metrietypen definiert werden. Die Anzahl notwendiger Routinen wachst somit quadra-
tisch mit der Anzahl der unterstitzten Primitiven. Zum anderen sind die Algorithmen zur
Kontaktpunktbestimmung an geometrischen Primitiven durchaus nicht trivial, vor allem
wenn man weitere Geometrietypen als die oben genannten beriicksichtigen mdchte.

Die in diesem Kapitel noch betrachteten Sphere-Trees (vgl. Seite 32) kébnnte man
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ebenfalls als eine automatisierte Variante von konstruktiver Festkdérpergeometrie be-
zeichnen. Hier werden beliebige geometrische Formen durch Mengen von Kugeln ap-
proximiert.

Parametrische Flachen

Parametrische Flachen liegen haufig in Form von Héhenfeldern (engl.: Height Fields)
vor. Bei einem Héhenfeld handelt es sich um eine einfache Abbildung einer Koordinate
in der Ebene (z,y) € R? auf einen Punkt einer Oberflache (z,vy, 2) € R? bzw. auf einen
Hoéhenwert (2D-Raster mit Héhenwert). Praktisch alle verfliigbaren Bibliotheken flr die
Dynamiksimulation im VR-Umfeld unterstitzen diesen Modelltyp. Haufig werden solche
Hohenfelder in einem Vorverarbeitungsschritt in Dreiecksnetze (engl.: Triangle Mesh)
umgewandelt und dann als polygonales Modell behandelt. Selbst wenn dies nicht in
einem Vorverarbeitungsschritt geschieht, werden die ,Zwischenraume® zwischen den
Rasterpunkten in der Regel linear interpoliert.

Unstrukturierte, polygonale Modelle - Bounding Volume Hierarchies

Bei den polygonalen Geometrien werden strukturierte und unstrukturierte (,Polygon-
suppen“®) Modelle unterschieden. Fir unstrukturierte Geometrien kommen vor allem
Hierarchische Datenstrukturen aus Hullkérpern (engl.: Bounding Volume Hierarchies,
BVH) zum Einsatz. Diese Datenstrukturen dienen dazu, die potenziell von einer Kolli-
sion betroffenen Primitiven - zumeist Dreiecke - der beiden Polygonsuppen mdoglichst
schnell zu identifizieren. Dies geschieht analog zur Partitionierung des Raumes in der
Grobphase mithilfe einer Partitionierung der einzelnen Geometrien durch hierarchische
Unterteilungsverfahren. Bekannte Vertreter solcher Verfahren sind die OBB-Trees (Ori-
ented Bounding Box Trees) [55], Boxtrees [144], AABB-Trees [26], k-DOP-Trees* [75]
und Sphere-Trees [62].

Aus Sicht der physikalischen Simulation sind BVH-Verfahren nur von begrenztem
Nutzen: Wird eine Geometrie, die tatsachlich die Oberflache eines abgeschlossenen
Kérpers darstellt, nur als Polygonsuppe, d.h. ohne Information Gber die zusammenhan-
gende Oberflache interpretiert, ist die exakte Bestimmung der Kontaktattribute bei einer

3Eine Polygonsuppe ist eine unstrukturierte Menge von Polygonen. Sie enthélt keine Information dar-
Uber, ob die beschriebene Geometrie eine Punktmenge einhullt.

4Ein k-DOP ist ein Hullkérper, das aus k Ebenen mit diskreten Orientierungen gebildet wird. Eine Axis
Aligned Bounding Box (AABB) ist ein 6-DOP. Abbildung 2.7 liefert zwei einfache Beispiele.
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Abbildung 2.6.: Ergebnis einer Mittelphasen-Kollisionserkennung sind die Paare kolli-
dierender Primitiven. Das Beispiel zeigt, dass diese Information fir die
physikalische Kollisionsbehandlung nicht hinreichend ist.

Kollision beider Kérper nicht méglich. Abbildung 2.6 verdeutlicht das Problem: Die Kon-
takte und zugehdrigen Attribute zwischen den direkt kollidierenden Polygonen erlauben
noch keine Rilckschlisse auf die tatsachliche Kontaktsituation zwischen den beiden
Kérpern.

Abbildung 2.7.: k-DOPs in 2D: Links ein 4-DOP, das einer Axis Aligned Bounding Box
in der Ebene entspricht, rechts ein 8-DOP

Strukturierte, konvexe, polygonale Modelle - Feature-Tracking Algorithmen

Viele Verfahren innerhalb dieser Gruppe sind Weiterentwicklungen des ,Closest-
Features“-Algorithmus von Lin und Canny [79, 78]. Die Features eines Polyeders sind
seine Knoten, Kanten und Fl&achen. Der Algorithmus nutzt den Effekt der zeitlichen Ko-
harenz: In zwei aufeinander folgenden Zeitschritten bewegt sich das Paar der nachstlie-
genden Features zweier Polyeder nur geringfigig relativ zueinander. Das nutzt der Algo-
rithmus aus, indem er vom zuletzt nachstliegenden Paar ausgeht und dann entlang der
Oberflachen der Polyeder das aktuell nachstliegende Paar ,anlauft“. Die Konvexitat der
Polyeder stellt sicher, dass das lokal gefundene nachstliegende Paar auch global das
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nachstliegende ist. Unterschreitet die Distanz der Features des nachstliegenden Paares
einen Schwellwert, wird eine Kollision detektiert. Der ,Closest-Features“-Algorithmus
kann noch nicht mit Durchdringungen umgehen und ist daher fir Anwendungen in der
Mehrkérpersimulation in Virtueller Realitat nicht geeignet. Mirtichs V-Clip [87] ist eine
entsprechende Weiterentwicklung. V-Clip verfolgt ebenfalls die nachstliegenden Featu-
res, bertcksichtigt jedoch auch mégliche Durchdringungen. Zu Gunsten der Stabilitat
verzichtet er hingegen auf die Féhigkeit, solche Falle zu identifizieren, in denen die
nachstliegenden Features Flache und Flache oder Flache und Kante sind. Durch die-
ses Vorgehen liefert er eine etwas unglnstigere Ausgangssituation zur Bestimmung
einer genauen Kontaktgeometrie.

Konvexe Modelle - Simplex-basierte Algorithmen

Weitere nennenswerte Verfahren in der Detailphase der Kollisionserkennung sind die
Simplex-basierten® Verfahren auf Grundlage des GJK-Algorithmus (Gilbert-Johnson-
Keerthi) [53]. Ausgereifte Implementierungen wurden vor allem durch van den Bergen
[27, 28] prasentiert. Die Bibliothek SOLID [25] basiert auf diesem Verfahren und auch
die Dynamiksimulationsbibliothek Bullet [1] bietet eine entsprechende Implementierung.
Grundlegende Idee des GJK-Algorithmus ist folgender Zusammenhang: Enthalt die
Minkowski-Differenz zweier konvexer Hullen (z.B. konvexe Polyeder) den Ursprung des
Koordinatensystems, durchdringen sich beide Hillen. Die Minkowski-Differenz A+(—B)

zweier konvexer Hillen A und B ist die Menge der Vektoren ¢ = ad + (—b) mit@ € A und
b € B. Abbildung 2.8 verdeutlicht diesen Zusammenhang an einem einfachen Beispiel.

Abbildung 2.8.: Grundlage fir den GJK-Algorithmus: Enthalt die Minkowski-Differenz
A+ (—B) der konvexen Hillen A und B den Ursprung, kollidieren beide
Hullen.

SEin Simplex ist ein n-dimensionales Polytop bestehend aus n + 1 Eckpunkten. Ein 2D-Simplex ist ein
Dreieck, ein 3D-Simplex ein Tetrahedron.
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Der Algorithmus arbeitet iterativ. Es werden nacheinander Simplexe aus Punkten
der Minkowski-Summe gebildet, die sich dem Ursprung so weit annahern, bis schlief3-
lich keine weitere Annédherung mehr mdéglich ist. Die Distanz des zuletzt gefundenen
Simplex zum Ursprung entspricht gleichzeitig dem Abstand bzw. - falls der Ursprung
Teil des letzten Simplex ist - der Durchdringungstiefe der beiden Polyeder. Besonders
interessant an GJK ist, dass er nicht auf Polyeder beschrankt ist. Er unterstitzt alle
konvexen Geometrien, fir die sich eine sogenannte Support-Mapping-Funktion definie-
ren lasst. Eine Support-Mapping-Funktion eines konvexen Objektes A ist eine Funktion
s : R? — R3, die einen beliebigen Vektor ¢ € R? auf einen Punkt des Objektes abbildet:

sa(v) € A, sodass gilt: v s54(¥) =max (V-7 :7 € A) (2.1)

Sie liefert damit einen Punkt des Objektes, der in Richtung v am weitesten vom Ur-
sprung entfernt ist.

Dadurch erlaubt GJK auch die Kollisionserkennung zwischen Geometrien unter-
schiedlichen Typs, z.B. zwischen einem primitiven Zylinder und einem konvexen Poly-
eder. Diese enorme Flexibilitdt gegentber anderen, auf einen Geometrietyp beschrank-
ten Algorithmen macht ihn fir die Anwendung in einem vielseitigen Simulationssystem
besonders interessant. Van den Bergen [27] demonstriert, wie Support Mapping Funk-
tionen flr die wichtigsten Geometrie-Primitiven, ndmlich Kugel, Box, Zylinder und Kegel,
definiert werden missen.

Strukturierte, nicht konvexe polygonale Modelle

Far die Kontaktpunktbestimmung an allgemeinen (konvex und nicht konvex), strukturier-
ten, polygonalen Modellen finden zwei approximierende Verfahren Anwendung: Signed
Distance Maps [43, 57, 69] und Sphere-Trees [62, 63, 98, 29, 30]. Signed Distance
Maps sind dreidimensionale Gitterraster, die einen Polyeder vollstandig umschlie3en.
In jeder Zelle des Rasters wird der Abstand zur Oberflache des Polyeders abgespei-
chert. Entsprechend gibt das Vorzeichen des Wertes Auskunft dartiber, ob die Zelle
innerhalb oder auBerhalb des Polyeders liegt. Zusatzlich wird flr jeden Polyeder ein
Satz von Testpunkten auf der Oberflache bendtigt, dies kénnen z.B. seine Eckpunkte
sein.

Zur Kollisionserkennung kann nun fr die Testpunkte eines Polyeders ihr Abstand zur

32



2.3. Kollisionserkennung und Bestimmung von Kontaktpunkten

Oberflache des anderen Polyeders aus dessen Distance Map abgelesen werden. Liegt
ein Punkt eines Polyeders innerhalb des anderen, kann er als Kontaktpunkt genutzt
werden, der Gradient der Distance Map dient dann als Kontaktnormale [43]. Alternativ
kann auch eine Strahlverfolgung (engl.: Raytracing) entlang des Gradienten eingesetzt
werden, um den genauen Schnittpunkt an der Oberflache sowie die exakte Oberfla-
chennormale zu bestimmen [57].

Abbildung 2.9.: Beispiel fir das Problem der Bestimmung globaler Kontaktattribute an
nicht konvexen Polyedern durch Zerlegung in konvexe Komponenten

Die schon fur Polygonsuppen eingesetzten Sphere-Trees lassen sich auch in der
approximierenden Kontaktpunktbestimmung fur strukturierte Modelle einsetzen [29, 30,
62, 63]. Wie bei hierarchischen Datenstrukturen aus Hullkérpern in der Mittelphase (vgl.
Seite 29) wird eine Hierarchie aus Ersatzgeometrien - Kugeln - aufgebaut, welche die
eigentliche Geometrie mit zunehmender Tiefe immer besser annahert. Die Wurzel der
Hierarchie ist dabei eine die Geometrie vollstandig einschlieBende Kugel. Wahrend die
BVH-Verfahren bei Polygonsuppen jedoch nur dazu dienen, die betroffenen Primitiven
(Polygone) der Polyeder zu identifizieren, werden die Kugeln der Sphere-Trees zusatz-
lich direkt zur Kontaktpunktbestimmung herangezogen [98]. Besonders interessant an
Sphere-Tree-Verfahren ist die Mdglichkeit, die Genauigkeit der Approximation in Ab-
hangigkeit von der verfigbaren Rechenzeit variieren zu kénnen, derart eingesetzt z.B.
durch Weller und Zachmann [141, 140]. Der Algorithmus beginnt mit den Wurzelele-
menten eines Kollisionspaares, den beiden einhdllenden Kugeln. Findet hier keine Kol-
lision statt, bricht der Algorithmus ab. Findet eine Kollision statt und ist noch Rechenzeit
verflgbar, werden die Kugeln der nachst tieferen Ebene beider Hierarchien auf Kollision
Uberprift. Steht keine weitere Rechenzeit zur Verfligung, werden die aktuell gefunde-
nen kollidierenden Kugeln zur Kontaktpunktbestimmung genutzt. Diese Fahigkeit macht
sie fir Anwendungen mit haptischer Interaktion, bei denen eine besonders kleine Zeit-
schrittweite (typisch: 1 - 2 ms) nicht Gberschritten werden darf, besonders interessant.
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Weiterhin besteht die Moglichkeit, Algorithmen fur konvexe Modelle auch bei nicht
konvexen Modellen einzusetzen, indem diese in einem Vorverarbeitungsschritt in kon-
vexe Teilmodelle zerlegt werden. Einfache Anwendung z.B. des GJK-Algorithmus auf
einen Satz konvexer Teilmodelle bringt jedoch weitere Probleme mit sich. Ein simples
Beispiel zeigt Abbildung 2.9: Fallt der Quader auf das nicht konvexe Objekt unten, so
dass dieses stark durchdrungen wird, liefern die lokalen Kontaktattribute an den be-
troffenen konvexen Teilobjekten keine geeignete Approximation an die globalen Kon-
taktattribute Durchdringungstiefe und Kontaktnormale. Wirkten wahrend der Simulation
Kontaktkréafte entlang der lokal bestimmten Kontaktnormalen, kénnte die Durchdringung
nicht korrigiert werden. Kim et al. [74] beschreiben ein Verfahren, um dieses Problem
naherungsweise und effizient unter Nutzung der paarweisen Minkowski-Summen und
Rasterisierungsmechanismen einer Grafikkarte zu I6sen.

2.4. Die Kollisionsbehandlung

Gemeinhin werden im Starrkérpermodell ruhende Kontakte und Kollisionen unterschie-
den: Wahrend ein Kontakt lediglich die (weitere) Durchdringung zweier Koérper ver-
hindert, sorgt eine Kollision fir einen AbstoBungseffekt zwischen beiden Kérpern. In
der Realitat resultieren solche Effekte aus Verformungen der beteiligten Kérper. Das
Starrkérpermodell kann den Effekt daher offensichtlich nur phadnomenologisch nachbil-
den. Da keine Verformung stattfinden kann, wird eine infinitesimal kurze Berlihrungszeit
ot — 0 angenommen. Wirde man mit Kraften im Newtonschen Sinne arbeiten, mus-
ste sich der Verlauf einer wirkenden Kollisionskraft entsprechend einem Dirac-Impuls
(auch: Delta-Distribution, siehe z.B. [31], Seiten 637f.) annahern. Um dieses numerisch
mindestens problematische Verhalten zu umgehen, arbeitet man bei Kollisionen direkt
mit dem Impuls, der durch die Einwirkung einer Kraft Uber einen infinitesimalen Zeit-
schritt hinweg auftritt. Ein Impuls ruft demnach eine nicht stetige, instantane Anderung
der Geschwindigkeiten der Kérper auf, zwischen denen er wirkt. Im folgenden Unterka-
pitel werden zuné&chst einige Grundlagen zur Arbeit mit Impulsen anstelle von Kraften
erlautert.
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2.4.1. Grundlagen
Der Impuls

Wirkt eine Kraft f(t) Uber einen Zeitraum t, bis ¢; hinweg, so resultiert hieraus der
Impuls p als das zeitliche Integral Gber die Kraft:

p= [ Fa 2.2)

Aufwenden eines Impulses auf einen Starrkorper

Abbildung 2.10 zeigt die schematische Darstellung einer Kollision zweier Starrkdrper.
Hierin sind Z; die jeweiligen Schwerpunkte, &; die Winkelgeschwindigkeiten, 7; die Vek-
toren vom jeweiligen Schwerpunkt zum Kontaktpunkt, 7 die gemeinsame Kontaktnor-
male, m; die Massen und O, die jeweiligen Tragheitstensoren mit Bezug auf die Schwer-
punkte. Alle Vektoren und Tragheitstensoren sind im ortsfesten Weltkoordinatensystem
(WK) formuliert.

Abbildung 2.10.: Darstellung der fiir die Kollisionsbehandlung relevanten Gré3en

Fir diese Situation gelten folgende Zusammenhange. Wirkt eine Kollisionskraft f;,
im Kontaktpunkt auf den Korper i, so gilt flr diese Kraft und das resultierende Versatz-
moment 7, (vgl. auch Bewegungsgleichungen nach Newton und Euler, Kapitel 3.1.1 ab
Seite 76):

fk = mz‘fz'

T = T3 X fr = @i + &; X ©,;d;
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Von Mirtich [88] stammt die folgende Herleitung der Vorschrift fir das Aufbringen
eines Kollisionsimpulses. Der letzte Term der zweiten Zeile in Gleichung 2.3 ist der gy-
roskopische Term. Er wird fUr die infinitesimale Dauer der Kollision vernachlassigt. Au-
Berdem werden ©;, m; und 7; flr die Dauer der Kollision als konstant angenommen. Mit
diesen Annahmen kdnnen obige Gleichungen wie folgt Gber die Zeit integriert werden:

Pk = miAfi

(2.4)

Hierin ist pp, = foﬁh f(r)dr der Kollisionsimpuls, der tber den Zeitraum £ hinweg auf
den Kérper i (ibertragen wird und hier eine entsprechende Anderung der Schwer-
punktsgeschwindigkeit Az und der Winkelgeschwindigkeit A& hervorruft. Umgestellt
nach AZ und A& erhalt man somit eine Vorschrift fiir die Anderung von Geschwindig-
keit und Winkelgeschwindigkeit eines Starrkdrpers durch das Aufbringen eines Kollisi-
onsimpulses p;. anstelle einer Kollisionskraft:

AZ; = iﬁk

Die Geschwindigkeit @; eines Punktes @ auf Korper i ergibt sich aus:
a =2+ & X T (2.6)

Setzt man die Zusammenhéange aus Gleichung 2.5 in Gleichung 2.6 ein, so erhalt man
fiir die Anderung der Geschwindigkeit des Kontaktpunktes Ad; bei Aufwendung eines
Impulses pj. in diesem Punkt:

1 L
- Epk + (O, (7 x Pr)) x 7 2.7)

1
::C—E—ﬁQfﬁ)m
m;

Hierin sind E € R3*3 die Einheitsmatrix und r? die Kreuzproduktmatrix (sieche Anhang
A.3) zum Vektor 7;. Somit besteht ein Zusammenhang zwischen einer gewlinschten
Anderung der Geschwindigkeit eines Kérperpunktes und eines dafiir notwendigen, auf-
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zubringenden Impulses im selben Punkt. Dieser Zusammenhang dient als Grundlage
fir die Anwendung der nachfolgend beschriebenen Kollisionsmodelle.

Drei wesentliche Modelle fur die Kollisionsbehandlung zwischen Starrkérpern sind
bekannt. Besonders verbreitet ist Newtons Sto3gesetz. Zwei im Kontext von Anwen-
dungen der virtuellen Realitat deutlich seltener eingesetzte Modelle sind die Hypothese
von Poisson und die Hypothese von Stronge.

2.4.2. Newtons StoBgesetz

Newtons StoB3gesetz trifft eine Aussage Uber die relative Geschwindigkeit im Kontakt-
punkt entlang der Kontaktnormalen vor (v’,,) und nach (v7,) dem Zusammensto(3:

rel

n

_ v
Vpel = —€° 0

o (2.8)

Hierin ist ¢ der Elastizitdtskoeffizient der betrachteten Kérperpaarung (engl.: Coefficient
of Restitution) mit Betragen typischerweise zwischen 0 und 1. Aufgrund seiner Einfach-
heit ist es das meist angewandte Modell zur Kollisionsauflésung im Anwendungsbereich
Virtuelle Realitat, so u.a. bei Bender [17], Giang et al. [52], MUller et al. [93] und Guen-
delman et al. [57].

2.4.3. Poissons Hypothese

Poissons Hypothese [54] setzt den Impuls p., der notwendig ist, um die relative Ge-
schwindigkeit im Kontaktpunkt zu eliminieren, in ein Verhaltnis zum Gesamtimpuls der
Kollision p:

p=pe-(1+¢) (2.9)

Dieses Modell wird u.a. von Bender [17] zur Kollisionsbehandlung eingesetzt.

2.4.4. Stronges Hypothese

Werden bei der Kollisionsbehandlung zusatzlich Reibungseffekte bertcksichtigt, kann
die Anwendung der Kollisionsmodelle nach Newton und Poisson zur Verletzung der
Energieerhaltung fihren [88], da die kinetische Energie im Gesamtsystem ansteigt.
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Stronge [129] entwickelt daher ein Modell, dass explizit die Einhaltung der Energieerhal-
tung berlcksichtigt und sogar immer dissipativ ist (engl.: Stronge’s internal dissipation
hypothesis). Dissipativ bedeutet in diesem Zusammenhang, das System verliert kine-
tische Energie. In Stronges Modell wird die Arbeit Wp, die wahrend der Dekompres-
sionsphase durch den Kollisionsimpuls in Kontaktnormalenrichtung aufgebracht wird,
in ein Verhaltnis zur Arbeit W wahrend der Kompressionsphase gestellt. Arbeit W ist
definiert als Produkt aus Kraft f und zurtckgelegtem Weg x:

W= f 2 (2.10)
Damit lautet die Hypothese von Stronge:
Wp=(1-¢%) We (2.11)

Dieses Modell wird von Mirtich [88] wahrend der Kollisionsbehandlung unterstiitzt.

Die Elastizitdtskoeffizienten ¢ ergeben sich aus Materialeigenschaften der kollidie-
renden Korper. Bei einer Paarung mit unterschiedlichen Werten nutzen einige Autoren
das Minimum beider Werte, so z.B. Moore und Wilhelms [95] sowie Guendelman [57].
Bender [17] wahlt das Produkt beider Koeffizienten.

2.4.5. Einbindung der Kollisionsbehandlung in den
Simulationsablauf

Die direkte Anwendung eines Impulses auf einen Kérper ruft eine nicht stetige Ge-
schwindigkeitsdnderung hervor. Die Behandlung von Kollisionen unterscheidet sich
demnach grundlegend von der Behandlung ruhender Kontakte, in denen Kontaktkrafte
Uber nicht-infinitesimale Zeitrdume hinweg wirken kénnen. Daher setzen die meisten
Autoren in ihren Systemen einen eigenen Schritt zur Kollisionsbehandlung vor die Be-
handlung ruhender Kontakte. Kontakte und Kollisionen werden dazu meist anhand der
auftretenden relativen Kontaktnormalengeschwindigkeit unterschieden, so z.B. bei Mir-
tich [88], Son et al. [123], Bender [17], Hahn [59] und Kavan [73]. Mirtich [86] und Son
et al. [123] nennen dieses Vorgehen ,hybrides Verfahren®.

Guendelman et al. [57] kénnen in ihrem Verfahren zwar auf Geschwindigkeitsgrenz-
werte als Unterscheidungskriterium verzichten, auch hier geschieht die Kollisionsbe-
handlung aber in einem eigenen Schritt.
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2.5. Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen

2.5.1. Grundlagen: Zwangsbedingungen und Zwangskrafte

Zwangsbedingungen werden durch Gleichungen oder Ungleichungen beschrieben,
die die Freiheitsgrade der Kérper im System einschréanken. Sie werden u.a. durch
Gelenke und Kontakte impliziert. Zwangsbedingungen rufen Zwangskréfte hervor, die
fur ihre Einhaltung sorgen. Das 2D-Beispiel im grauen Kasten soll dem Verstandnis
dienen. Es wird im Verlauf dieses Kapitels mehrfach herangezogen. In Anhang B wird
als zusatzliches, etwas komplexeres Beispiel ein 2D-Modell eines SCARA-Roboters
behandelt.

Es existieren verschiedene Unterscheidungskriterien fir Zwangsbedingungen. Eine
Zwangsbedingung ist holonom, wenn sie sich in der Form einer Gleichung C(Z,t) = 0
darstellen lasst. Hierin beschreibt & Positionen und Orientierungen des Mehrkérpersy-
stems, ¢ die Zeit. Durch Gelenke implizierte Zwangsbedingungen sind typischerweise
holonom.

Im Gegensatz dazu sind u.a. Kontaktzwangsbedingungen durch Ungleichungen dar-
stellbar und damit anholonom. Am Beispiel des Massepunktes aus dem 2D-Beispiel
hieBe das: Soll sichergestellt werden, dass der Massepunkt nicht unter die Gerade
zo = 0 féllt, so lautet die zugehérige Kontaktzwangsbedingung: C'(Z,t) : x5 > 0. Diese
Zwangsbedingung ist auBerdem unilateral, weil sie durch eine Ungleichung dargestellt
wird. Hieraus resultiert auch, dass eine zugehérige Zwangskraft, die flr die Einhaltung
dieser Zwangsbedingung sorgt, nur in eine Richtung wirkt, im Beispiel nur nach oben.

Holonome Zwangsbedingungen sind immer auch bilateral (engl.: equality cons-
traints), d.h. die aus ihnen resultierenden Zwangskrafte wirken in positiver wie in
negativer Richtung. Bilaterale Zwangsbedingungen kdénnen jedoch auch anholonom
sein. Dies gilt u.a. fir solche Zwangsbedingungen, die sich explizit auf Geschwindigkei-
ten oder Beschleunigungen des Mehrkoérpersystems beziehen. Ein Beispiel hierfir sind
Differenzialzwangsbedingungen, die in Kapitel 3.4.2 ab Seite 111 behandelt werden.
Unilaterale Zwangsbedingungen (engl.: Complementarity Constraints) sind immer auch
anholonom. Die Zwangsbedingung aus dem 2D-Beispiel ist demnach bilateral und
holonom.
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2D-Beispiel

Abbildung 2.11 zeigt ein zweidimensionales Beispiel. Der Massepunkt (keine Aus-
dehnung, keine Orientierung) m hat zunachst zwei Freiheitsgrade, er kann sich
in der Ebene translatorisch in z;- wie in z,-Richtung bewegen. Seine Bewegung
unterliegt dabei auBeren Kraften fext. Durch eine Zwangsbedingung soll sicher-
gestellt werden, dass er sich nur entlang der dargestellten Geraden bewegen
kann, d.h. er verliert einen Freiheitsgrad. Fir seine Koordinaten z;, o muss gelten:
x9(t) = 2 - 21(t). Zur Einhaltung dieser Zwangsbedingung muss ggf. eine Zwangs-
kraft fz wirken. Die zugehdrige Zwangsbedingung lautet:

Abbildung 2.11.: 2D-Beispiel fur Zwangsbedingung und Zwangskraft: Der Masse-
punkt darf sich nur entlang der Geraden z, = 2z, bewegen.

no
gu
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Je nach eingesetztem Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen kann es
twendig sein, anstelle einer positions- und orientierungsbezogenen Zwangsbedin-
ng geschwindigkeits- oder beschleunigungsbezogene Zwangsbedingungen zu for-



2.5. Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen

mulieren. Diese erhélt man durch Ableiten nach der Zeit. Formal bedeutet das:

d, . B
4 @) =0
oC . o0C
- S — 2.13
RGEERErT ¥ (2.13)
. oC

Hierin ist J = % die Jacobimatrix der Zwangsbedingung®. Sie wird vor allem bei den
Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren in Kapi-
tel 2.5.5 eine zentrale Rolle spielen. Unterliegt ein System m > 1 Zwangsbedingungen,
ergibt sich durch deren Ableitungen eine Jacobimatrix der Zwangsbedingungen mit m
Zeilen.

Flr die zweite symbolische Ableitung erhalt man:

d2
= (C(@E),1) =0
= d (a—chr 8—0) =0
dt \ 07 ot (2.14)
N 6_0;+82C;2+262C ;+820 0
oz" "ot T faozt T o
- 0%C -, 0*’C ., 0°C
:Jx—i—ﬁx +28t85x+ﬁ =0
Anwendung auf das 2D-Beispiel
d(c@m,n =o
J— X - =
dt (2.15)
= 221 — T =0

6Anhang C stellt einen Zusammenhang her zwischen Jacobimatrix der Zwangsbedingungen und der
aus der Robotik bekannten Jacobimatrix der Koordinatentransformationen.
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In Matrix-Vektor-Notation erhéalt man fiir die erste Ableitung:

e ) (1) qo-o
S 2 \#& (2.16)

aC
J N——" Ot

i

Far die zweite Ableitung erhalt man:

d2
@ (2$1 — LL'Q) =0
d
> = (i —d) =0 (2.17)
= 201 — Iy =0
(2 1) <x1> +0 =0
S #s az%u;g%;ﬂ&c (2.18)
N 912 Loz at2

Am 2D-Beispiel wird intuitiv klar, dass die Zwangskraft fZ orthogonal zur gtiltigen Be-
wegungsrichtung des Masseteilchens wirken muss: Damit durch die Zwangskraft keine
Energie in das System eingebracht wird, darf sie keine Leistung P = fzf erbringen.
Damit dieses Produkt Null wird, missen Zwangskraft und zul&ssige Bewegungsrich-
tung senkrecht zueinander verlaufen.

Das allgemeingultige Prinzip hinter dieser Intuition ist das d’Alembert-Prinzip (siehe
z.B. [76]), die Erweiterung des Prinzips der virtuellen Arbeit auf dynamische Systeme.
Um dieses zu erlautern, missen zunéachst einige Begriffe aus der klassischen Mechanik
eingefuhrt werden.

Virtuelle Verrickungen Virtuelle Verrickungen ¢z sind infinitesimale Verschiebun-
gen in den Koordinaten des Mehrkdrpersystems. Sie haben drei wesentliche Eigen-
schaften:

1. Sie sind infinitesimal klein
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2. Sie sind zeitlos (6t = 0). Hieraus folgt auch, dass die Zwangsbedingungen wéh-
rend einer virtuellen Verrlickung unverandert bleiben.

3. Sie erflllen die Zwangsbedingungen, die zum Ausgangszeitpunkt ¢ vorliegen.

Virtuelle Arbeit ist die Arbeit, die durch Krafte bei virtuellen Verrickungen erbracht
wird.

Das d’Alembert-Prinzip besagt: Die Summe der durch Zwangskrafte erbrachten
virtuellen Arbeit verschwindet.

Damit das d’Alembert-Prinzip gilt, muss die durch Zwangskréafte erbrachte Leistung
bei virtuellen Verriickungen (P = f}”f‘) verschwinden. Setzt man fir die Zwangskréfte
f, den Term JTX ein, so erhalt man:

P=fF Z=0
NT
(JT,\> -0 (2.19)
PR | Z=0

Berlcksichtigt man in Gleichung 2.13 die Eigenschaften der virtuellen Verriickung, wah-
rend derer die Zwangsbedingung unverandert bleibt (%—f = 0!), so gilt in der letzten Zeile
in J7 = 0. Damit ist Gleichung 2.19 und damit das d’Alembert-Prinzip erfilllt, wenn fir

die Zwangskrafte gilt:
fo=J3TX (2.20)

Man kann sagen: Die Richtungen der Zwangskrafte im Mehrkdrpersystem werden
durch die Zwangsbedingungen selbst vorgegeben. Lediglich ihre jeweiligen vorzeichen-
behafteten Betrage X sind unbekannt.

Maximal- vs. Minimalkoordinaten Grundsatzlich gibt es zwei Herangehensweisen,
um Zwangsbedingungen bei der Bewegungssimulation von Mehrkdrpersystemen zu
bertcksichtigen (vgl. Abbildung 2.12): In Minimalkoordinatenansatzen werden Bewe-
gungsgleichungen fir das Mehrkdrpersystem entwickelt, die nur noch genau die Frei-
heitsgrade besitzen, die nicht durch Zwangsbedingungen eingeschrankt sind. Bei Ani-
mation dieser Bewegungsgleichungen werden die Zwangsbedingungen implizit einge-
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halten. Zur Simulationslaufzeit missen keine Zwangskrafte bestimmt werden, eine be-
sonders rechenzeitintensive Aufgabe der Simulation entfallt somit.

In Maximalkoordinatenansatzen hingegen wird jeder Kérper des Mehrkdrpersystems
zunéachst in allen sechs Freiheitsgraden betrachtet. Zusatzlich zu externen Kréaften wie
der Gravitation werden explizit die wirkenden Zwangskréafte bestimmt, die flr die Einhal-
tung der Zwangsbedingungen sorgen. Dies erfordert zwar einen erheblichen Rechen-
aufwand zur Simulationslaufzeit, liefert mit den Betragen der wirkenden Zwangskraften
aber auch eine interessante zusatzliche Information neben dem Bewegungsverhalten
des Mehrkorpersystems. In Anwendungen der Virtuellen Realitdt haben Maximalkoor-
dinatenansatze eine deutliche Dominanz - vermutlich vor allem, weil sie flexibler an eine
Vielzahl unterschiedlicher Anwendungen angepasst werden kénnen.

Abbildung 2.12.: Gliederung der Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen. In
Kursivschrift ggf. die Autoren mit wesentlichen Beitrdgen zu den jewei-
ligen Verfahren

2.5.2. Penalty Verfahren

Grundidee der Penalty Verfahren ist es, Verletzungen von Zwangsbedingungen lokal
durch ,strafende” Krafte zu korrigieren. Die Richtung der korrigierenden Kréfte ergibt
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sich, wie oben erlautert, aus den Zwangsbedingungen selbst, am Beispiel Kontaktpunkt
entspricht sie der Kontaktnormalen. lhr Betrag wird typischerweise aus einem einfachen
Federmodell gewonnen, z.B. bei Moore und Wilhelms [95] und bei Yamane et al. [142].
Die resultierenden Krafte werden in den Bewegungsgleichungen berticksichtigt und sor-
gen so fur eine ndherungsweise Einhaltung der Zwangsbedingungen. Diese Verfahren
sind auBerst einfach zu implementieren und besitzen durch ihre lokale Herangehens-
weise ein lineares Laufzeitverhalten in Bezug auf die Anzahl der Zwangsbedingungen.

Bekannt sind jedoch auch die Schwéachen dieser Verfahren. Zu schwache Federn
fihren dazu, dass die Verletzungen der Zwangsbedingungen nicht ausreichend genau
bzw. zu langsam korrigiert werden. Sollen hingegen beinahe starre Kollisionen simuliert
werden, mussen sehr steife Federn bzw. sehr gro3e Federkonstanten Anwendung fin-
den. Diese resultieren aber in zu starken, ,sprunghaften Gegenreaktionen. Aus mathe-
matischer Sicht entstehen diese durch die numerische Integration von steifen Differen-
tialgleichungen, die nur mit sehr kleinen Zeitschritten behandelt werden kénnen. Diese
lassen den potenziellen Geschwindigkeitsvorteil der Verfahren schnell dahinschmelzen.
Fdr einfache Anwendungen werden solche Verfahren bis heute dennoch eingesetzt. Um
die Schwéchen einfacher Federmodelle zu beseitigen, nutzt Drumwright [42] zusétzlich
zum proportionalen Federkraftanteil differenzielle und integrale Terme in Abhangigkeit
vom Fehlerterm C(Z,t), der Grd3e der Verletzung der positions- bzw. orientierungsbe-
zogenen Zwangsbedingung. Die Bestimmung der Korrekturkrafte erfolgt durch einen
PID-Regler, der die Verletzung von Zwangsbedingungen durch das Einstellen korrigie-
render Krafte ausgleicht. Wagner [135] liefert eine formale Beschreibung dieser Verfah-
ren im kontinuierlichen Zeitbereich.

Das Grundproblem bleibt jedoch erhalten: Ein einmal parametrierter PID-Regler kann
nur ungentgend auf stark variierende Kontaktsituationen reagieren. Missen Zwangs-
krafte zwischen Korpern bestimmt werden, die um GrdBenordnungen abweichende
Massen haben von denen, auf die der Regler hin optimiert wurde, wird er den Feh-
ler nur langsam oder mit starkem Uberschwingen ausgleichen kénnen. Als universelles
Simulationsverfahren fir ein breites Anwendungsspektrum in der VR finden solche Ver-
fahren heute daher praktisch keine Verwendung mehr.

2.5.3. Sequenzielle, impulsbasierte Verfahren

Der Begriff impulsbasierte Dynamiksimulation ist recht unscharf, da sich zum heutigen
Zeitpunkt ein GroBteil der Anséatze zur Behandlung von Zwangsbedingungen unter die-
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sem Begriff fassen lasst. Zunachst bedeutet impulsbasiert nur, dass zur Erflllung von
Zwangsbedingungen wahrend der numerischen Simulation keine zeitkontinuierlichen
Zwangskréfte, sondern zeitdiskrete Zwangsimpulse eingesetzt werden. Ein Zwangsim-
puls pz kann man dabei als das zeitliche Integral der Zwangskraft f7 Uber einen diskre-
ten Zeitschritt verstehen:

to+h _
pz(to+h) = /t fz(m)dr (2.21)
Der Ubergang von kraftbasierter zu impulsbasierter Dynamiksimulation erscheint im
Kontext der zeitdiskreten Simulation im Computersystem naheliegend, da das Konzept
der zeitkontinuierlichen Kraft im zeitdiskreten Simulationssystem zu Problemen fihrt.
Die Schwierigkeiten der Penalty-Verfahren machen dies deutlich.

Obwohl zwischen den impulsbasierten Verfahren heute groBe Ahnlichkeiten beste-
hen, haben sie sehr unterschiedliche Urspriinge und hatten zunachst nur wenig mitein-
ander gemein. Einerseits wurden die Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren von einem
zunachst kraftbasierten durch Stewart und Trinkle [126, 127] und Anitescu und Potra
[6] in einen implizit impulsbasierten Ansatz weiterentwickelt, dies wird in Kapitel 2.5.5
detailliert behandelt. Gleichzeitig, jedoch unabhangig davon, entwickelte Mirtich [91, 88]
einen Weg, Zwangsimpulse zur Aufldsung einzelner Kollisionen zu bestimmen und auf
die Kérper des Systems aufzubringen, siehe hierzu auch Kapitel 2.4.1 ab Seite 35.
Auf dieser Grundlage entstanden viele weitere, in Bezug auf mehrere Kontakte bzw.
Zwangsbedingungen sequenziell arbeitende Verfahren, die Thema des nachfolgenden
Kapitels sind.

Ursprung der impulsbasierten Verfahren

Den Beginn der Entwicklung der sequenziellen, impulsbasierten Verfahren markiert Mir-
tich [91, 88] zunéachst nur flr Kontakte. Er stellt dar, wie ein Kollisionsimpuls bestimmt
und angewendet werden muss, der an den jeweiligen Kontaktpunkten auf den kolli-
dierenden Kérpern eine geforderte Anderung der relativen Geschwindigkeit in diesen
Punkten hervorruft. Sein Verfahren arbeitet mit variabler Zeitschrittweite, so dass Kollisi-
onsimpulse exakt zum individuellen Zeitpunkt jeder Kollision bestimmt und aufgebracht
werden kénnen. Unter der Annahme, dass Starrkérperkollisionen eine infinitesimale
Zeitdauer haben, kann jede Kollision unabh@ngig vom restlichen System behandelt wer-
den. Zur Behandlung von bleibenden Kontakten nutzt er Serien von Mikrokollisionen: Im
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Falle von aufeinander ruhenden Kérpern wird eine geringe relative Sollgeschwindigkeit
bestimmt, die einen Kérper ein kleines Stlickchen anhebt, bevor er durch die Gravi-
tation erneut auf den unteren st6Bt. Diese Serien von Mikrokollisionen resultieren in
einem vibrierenden Verhalten des oberen Kérpers. Laut Mirtich lasst sich dieses Vibrie-
ren aber mit einer Amplitude realisieren, die kleiner als ein Pixel auf dem darstellenden
Bildschirm ist, so dass die Bewegung nicht wahrnehmbar ist. Komplexere Situationen,
z.B. Stapel mit vielen Gbereinanderliegenden Ebenen, lassen sich mit diesem Verfahren
jedoch nicht stabil realisieren.

Das Prastabilisierungsverfahren

Der néachste Schritt der sequenziellen, impulsbasierten Ansétzen wird gleichzeitig von
Schmitt [118] und Guendelman et al. [57] vorgestellt. Beide stellen eine neue Metho-
de vor, um die Simulation ruhender Kontakte zu verbessern. Ausgehend von einem
zum Zeitpunkt t, detektierten Kontaktpunkt wird zunachst die GréBe des positionsbe-
zogenen Fehlers (Durchdringungstiefe) in diesem Kontaktpunkt zum néchsten Zeitpunkt
C(Z(to + h),to + h) berechnet, wenn Geschwindigkeiten und Positionen ohne Berlck-
sichtigung von Kontakten aufintegriert werden. Dann wird ein Impuls bestimmt, der die
Geschwindigkeiten der beteiligten Kérper im Zeitpunkt ¢, so verandert, dass der posi-
tionsbezogene Fehler im néchsten Zeitschritt ndherungsweise behoben sein wird. Bei
mehr als einem Kontaktpunkt Iauft der Algorithmus UGber alle Kontakte und passt die
aufgebrachten Impulse iterativ an, solange bis die Fehler in allen Kontaktpunkten im
nachsten Zeitschritt unter eine vorher festgelegte Fehlerschranke gefallen sind. Erst
dann wird der Zeitschritt tatsdchlich ausgefihrt. An seinem Ende erreicht das Mehrkor-
persystem einen Zustand, in dem alle Kontaktzwangsbedingungen erflllt sind.

Schmitt [118] behandelt in seinem Verfahren neben Kontakten und Kollisionen auch
Gelenke und sogar Systeme von Gelenken. Es wird beschrieben, wie ein System mit
Gelenken mit demselben iterativen Ansatz gel6st werden kann wie eines mit aus-
schlie3lich ruhenden Kontakten. Abbildung 2.13 verdeutlicht das Vorgehen fir eine
einzelne Kontakt- oder Gelenksituation. DarUber hinaus zeigt er, wie die Korrekturim-
pulse zur Einhaltung holonomer Zwangsbedingungen, also z.B. fiir klassische Gelenk-
zwangsbedingungen, in einem linearen Gleichungssystem simultan bestimmt werden
kénnen. Kontaktbedingungen sind wegen ihrer anholonomen Eigenschaften vom si-
multanen Vorgehen jedoch ausgeschlossen und missen weiterhin iterativ behandelt
werden. Das Verfahren von Schmitt wird von Bender et al. [19, 20, 22, 17] weiterent-
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Abbildung 2.13.: Prastabilisierungsverfahren nach Schmitt und Bender sowie Guendel-
man und Weinstein zur Behandlung eines einzelnen Gelenkes oder
Kontaktes

wickelt und detailliert dokumentiert.

Den Arbeiten von Schmitt und den hierauf aufbauenden ist gemein, dass sie bei
der Bestimmung von Korrekturimpulsen an Gelenken und Kontakten ein lineares Bewe-
gungsverhalten der Punkte eines Starrkdrpers annehmen. Hierdurch gelangen sie zu
einem exakt l6sbaren linearen Gleichungssystem, dessen Lésung die gesuchten Kor-
rekturimpulse liefert. Diese Annahme gilt fir einen beliebigen Punkt auf dem Starrkér-
per im Allgemeinen jedoch nicht, daher kann immer nur eine N&aherung des gesuchten
Korrekturimpulses bestimmt werden. Das Verfahren wird iterativ angewendet, um die
exakte LOsung zu approximieren.

Weinstein et al. [137, 138] stellen an dieser Stelle ein nichtlineares System auf und
erreichen so eine bessere Naherung des Korrekturimpulses. Im Gegenzug kann das
nichtlineare System allerdings nicht direkt, sondern seinerseits nur naherungsweise
durch ein Newton-Raphson Iterationsverfahren gelést werden. Weinstein behandelt die-
ses Verfahren im Detail in ihrer Dissertation [139].

Die Bezeichnung ,Prastabilisierung” fur diese Verfahrensgruppe stammt von Guen-
delman et al. [57] (engl.: Pre-Stabilization) - zweifellos in Anlehnung an das Problem
der Constraint-Stabilisierung, das in Kapitel 2.7 behandelt wird.

Das Verfahren der Sequenziellen Impulse

Unter dem Begriff ,Sequenzielle Impulse” (engl.: Sequential Impulses) wird von Cat-
to [32] ein weiteres Verfahren beschrieben, das in der Open Source Bibliothek Bullet
[1] als eines von mehreren Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik realisiert
ist. Tatsa&chlich handelt es sich bei diesem Ansatz um eine serialisierte Version der
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weit verbreiteten, geschwindigkeitsbasierten Lagrange-Multiplikatoren-Ansatze (s.u.).
Er verlauft wie folgt (vgl. Abbildung 2.14): Im Ausgangszeitpunkt ¢, werden zunachst
die Geschwindigkeiten der Koérper fir den neuen Zeitpunkt ¢ + h durch externe Krafte
und Drehmomente, wie die Gravitation, aktualisiert (Z(¢ + h)). Dann wird der Fehler der
Zwangsbedingungen auf der Ebene dieser Geschwindigkeiten JZ(¢ + h) bestimmt. Im
Anschluss wird ein Korrekturimpuls bestimmt und angewendet, der den Fehler auf der
Ebene der Geschwindigkeiten ausgleicht (JZ(t + h) — 0) .

Am Beispiel eines Kugelgelenks bedeutet das: Der Punkt des Kérpers, an dem
die Zwangsimpulse eines Gelenkes angreifen, wird Ankerpunkt genannt. Der Korrek-
turimpuls muss demnach die Geschwindigkeiten der Kérper derart anpasst, so dass
die translatorischen Geschwindigkeiten der Ankerpunkte der beiden Koérper identisch
werden. Daraus resultieren neue Geschwindigkeiten der Kérper, mit denen als letzter
Schritt das Update von Positionen und Orientierungen durchgefihrt wird. Enthalt das
System mehrere Gelenke oder Kontakte, korrigiert der Algorithmus diese nacheinan-
der. Dieser Vorgang muss iterativ wiederholt werden, da die Korrektur an einem Gelenk
oder Kontakt den Fehler an einem anderen wieder vergré3ern kann. Er wird solange
wiederholt, bis der Fehler, hier also die Geschwindigkeitsdifferenz, in allen Gelenken
und Kontakten unter ein gegebenes Fehlermal3 fallt.

Abbildung 2.14.: Verfahren mit Sequenziellen Impulsen nach Catto [32] zur Behandlung
eines einzelnen Gelenkes oder Kontaktpunktes

Genau wie die geschwindigkeitsbasierten Lagrange-Multiplikatoren-Verfahren hat
auch das Verfahren mit Sequenziellen Impulsen nach Catto das Problem der notwen-
digen Constraint-Stabilisierung, da das Verfahren nicht direkt flir die Einhaltung der ur-
springlichen, positionsbezogenen Zwangsbedingung C(Z,t) = 0 sorgt. In seiner Pré-
sentation beschreibt er daher einen Impuls mit korrigierender Tendenz (engl.: Bias-
Impulse), betragsméBig proportional zur GréBe des Fehlers der positionsbezogenen
Zwangsbedingung, der dem Fehler entgegenwirken soll. Dieses Vorgehen ist analog
zur Stabilisierung von Zwangsbedingungen in den Lagrange-Multiplikatoren Verfahren,
siehe dazu Kapitel 2.7.1.
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Das Verfahren rein kontaktbasierter Dynamik

Das Verfahren der rein kontaktbasierten Dynamik von Kaufman et al. [72] unterstitzt
keine generellen Zwangsbedingungen, wie sie durch Gelenke impliziert werden, son-
dern ausschlieBlich Kontakte und Kollisionen. Damit ist es fur viele Anwendungen der
Virtuellen Realitat nicht geeignet. Es zeichnet sich vor allem durch seine hohe Perfor-
manz aus, die aus linearem Laufzeitverhalten sowohl in Abh&ngigkeit von der Anzahl
der simulierten Kérper als auch von der Anzahl der Kontakte resultiert. Iglberger und
RUde erweitern dieses Verfahren in eine parallelisierte Version [64, 65], mit der sie
Kontaktdynamik zwischen bis zu 1.000.000.000 (eine Milliarde!) Kugeln und nicht ku-
gelférmigen Partikeln [66] auf speziellen Hochleistungscomputern simulieren.

2.5.4. Verfahren der positionsbasierten Projektion

Das Vorgehen der positionsbasierten Projektion nach Muller et al. [93, 94, 92] behan-
delt nicht direkt Starrkérper, sondern Partikelsysteme. Da man jedoch aus Partikeln,
die untereinander z.B. durch Abstands-Zwangsbedingungen in Relation gesetzt sind,
ebenfalls Kérper mit dreidimensionaler Ausdehnung erzeugen kann, soll es hier kurz
beschrieben werden.

Das Verfahren verlauft wie folgt: Ausgehend von einem Zustand des Systems zum
Zeitpunkt ¢y, in dem alle positionsbezogenen Zwangsbedingungen erflllt sind, wird zu-
nachst ein Zeitschritt der Lange h und damit eine Aktualisierung der Geschwindigkeit ;
und der Position Z; jedes Partikels unter dem Einfluss der auf ihn wirkenden externen
Krafte ﬁext durchgefuhrt:

ﬁ,ext (tO)
m (2.22)
Ti(to + h) = Ti(to) + hvii(tg + h)

Ui(to + h) = Ui(to) + h

Dies entspricht einem semi-impliziten Euler-Integrationsschritt, siehe dazu auch 2.6.
Um Zwangsbedingungen der Form C(Z) = 0 berlcksichtigen zu kénnen, folgt fur jede
Zwangsbedingung der Schritt der Projektion: Ausgehend von den neuen Positionen
Z(ty + h) (Konkatenation der z;), die eine Zwangsbedingung C;(Z(t, + h)) verletzen,
wird eine Verrlickung Az; gesucht, so dass die Zwangsbedingung wieder erflllt ist:
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2.5. Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen

C(Z + AZ;) = 0. Er macht folgende Annahme:

o7 (2.23)

Aus dem d’Alembert-Prinzip leitet er ab, dass Az; orthogonal zur einschrankenden
Richtung der Zwangsbedingung verlaufen muss, skaliert mit einem Multiplikator A;:

AZ; =JT) (2.24)

Zusammenfuhrung der Gleichungen 2.23 und 2.24 fihrt auf ein nichtlineares Glei-
chungssystem, dass mit einem Newton-Raphson-Iterationsverfahren gelést wird. Das
Verfahren behandelt alle Zwangsbedingungen nacheinander und iteriert mehrfach, bis
alle Zwangsbedingungen C;(Z(t + h)) ausreichend genau erfillt sind.

Aufgrund seiner partikelorientierten Natur ist das Verfahren nur bedingt fir die Si-
mulation von Starrkdrpern geeignet, muss ein einzelner Starrkérper doch aus Refe-
renzpunkten und zwischen ihnen geltenden Zwangsbedingungen konstruiert werden.
Im Gegenzug scheint es ein vielversprechender Ansatz fir die Simulation nicht starrer
Korper zu sein.

2.5.5. Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren

Grundlage der Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren ist das d’Alembert-Prinzip, aus
dem fiir die Zwangskrafte £ folgt:

fz=J3"X (2.25)

Hierin sind X die Lagrange-Multiplikatoren. Sie entsprechen den vorzeichenbehafteten
Betragen der Zwangskrafte f;, deren Richtungen bereits durch die transponierte Jaco-
bimatrix der Zwangsbedingungen J7 definiert sind. Eine detaillierte Herleitung dieses
Zusammenhangs liefert Kapitel 2.5.1.

Die Bewegungsgleichungen nach Newton und Euler eines Mehrkérpersystems aus
n Korpern in (kartesischen) Maximalkoordinaten unter Einfluss der externen und der
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Zwangskréafte lassen sich in Matrix-Vektor-Notation wie folgt formulieren:

- (2.26)

Hierin sind: i
p e RO Die zeitliche Anderung von Impuls und Drehimpuls,
Ze R  die Schwerpunkts- und Winkelgeschwindigkeitsvektoren
der n Kérper des Systems,
M, M € Ro*6»  die Gesamtmassenmatrix des Mehrkdrpersystems (siehe
auch Gleichung 2.40) und ihre zeitliche Ableitung und
fuxt, [z € RS die externen Krafte und Momente und die Zwangskrafte und
-momente.

Hinweis: Der Term f... — Mz bestehend aus externen Kraften und Momenten und
den gyroskopischen Momenten wird zu Gunsten der Ubersichtlichkeit fir den weiteren
Verlauf zusammengefasst zum Term fder wirkenden Kréfte. Eine detaillierte Beschrei-
bung und Herleitung der Terme in Gleichung 2.26 liefert Kapitel 3.1.1 ab Seite 76.

Zur Bestimmung der Kérperbeschleunigungen Z in Gleichung 2.26 miissen noch
die Zwangskrafte f; = J7X und dazu die Eintrige des Vektors X der Lagrange-
Multiplikatoren bestimmt werden. Grundsatzlich bestehen zwei Varianten, Bewegungs-
gleichungen und Zwangsbedingungen in eine einheitliche Formulierung zu bringen.
Diese werden im Folgenden als ,groBBer” und ,kleiner Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz
beschrieben.

Der ,,groBe* Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz
Beim ,groBen“ Ansatz werden Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen zu ei-

nem System ,zusammengeschrieben®. Solange nur bilaterale Zwangsbedingungen der
Form JZ = b berlicksichtigt werden, wird ein lineares Gleichungssystem (LGS) ohne

52



2.5. Verfahren zur Einhaltung von Zwangsbedingungen

Nebenbedingungen in folgender Form definiert:
_J7 ?
S Y A (2.27)
J 0 A b
A

Die Lésung des LGS ergibt die gesuchten Betrdge der Zwangskrafte X und die
Beschleunigungen und Drehbeschleunigungen aller Kérper des Systems 7.

Anwendung auf das 2D-Beispiel
Das zu bildende System fiur das 2D-Beispiel hat die Form (vgl. Gleichung 2.18 auf
Seite 42):

0 -2 i sl
0 m 1 51}2 = fext,2 (228)
-1 0 X 0

Lésung nach den Unbekannten i, i», X liefert:

. 2fext,2 + fext,l
r =——"—""

om
i — 4 fext2 + 2 fext,1 (2.29)
5m
N 2fext1_fext2
N = L5 JERE
5

Der Vektor X hat in diesem Beispiel die Dimension 1, weil nur eine Zwangsbedin-
gung vorliegt.

Die Systemmatrix A hat eine spezielle, diinn besetzte Struktur. Baraff [13] beschreibt
eine Mdglichkeit, die Matrix A durch Zeilen- und Spalten-Vertauschungen in eine Band-
form zu GberfGhren. Hierdurch wird eine Lésung des Systems mit linearer Zeitkomple-
xitat in Bezug auf die Anzahl der Zwangsbedingungen und der Kérper maglich. Dieses
Methode wird in der Literatur haufig als ,Baraff’s Verfahren* bezeichnet. Es ist jedoch
wichtig zu bericksichtigen, dass sich das gunstige lineare Laufzeitverhalten nur auf sol-
che Zwangsbedingungen bezieht, die folgende Bedingungen erflllen (in Baraffs Paper:
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Primary constraints):

» Die Zwangsbedingung darf sich auf héchstens zwei Kérper beziehen - Differenzi-
albedingungen (siehe Kapitel 3.4.2) sind hiervon ausgeschlossen.

+ Sie muss bilateral sein - Kontaktzwangsbedingungen sind demnach ausgeschlos-
sen.

 Die Zwangsbedingung darf keine zyklische Abhangigkeit definieren. Zyklische Ab-
héngigkeiten ergeben sich z.B. bei Kranen. Hier werden Drehgelenke durch paral-
lel dazu verbaute Hydraulikzylinder angetrieben. Flr ein Beispiel siehe Abbildung
6.3 auf Seite 189.

Alle Zwangsbedingungen, die mindestens eine dieser Bedingungen nicht erfillen (bei
Baraff: Auxiliary Constraints), werden gesondert behandelt. In Bezug auf diese Zwangs-
bedingungen ist die Zeitkomplexitat des Verfahrens O(n?).

Anitescu et al. [5] zeigen, wie im ,groBen” Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz unilate-
rale Kontaktzwangsbedingungen bericksichtigt werden kénnen. Eine Kontaktzwangs-
bedingung, die die Durchdringung zweier Koérper verhindert, hat auf der Ebene der Be-
schleunigungen die Form: J, 7 — by = a;,a; > 0. Die Bedingung a; > 0 sorgt daflr, dass
die Kérper sich voneinander entfernen, sich aber nicht weiter anndhern kénnen, weil
dies Durchdringung bedeuten wirde. Hierbei ist es wichtig zu berlcksichtigen, dass die-
se Formulierung von tatsachlich runenden Kontakten und nicht von Kollisionen ausgeht,
d.h. es wird vorausgesetzt, dass sich die Kérper im Ausgangszustand nicht aufeinan-
der zu bewegen. Der Term a; hat die Dimension einer relativen Beschleunigung entlang
der Kontaktnormalen. Kollisionen miissen zuvor an anderer Stelle behandelt werden.
Fir die Kontaktnormalenkraft gilt, dass sie beide Kérper auseinander driicken, sie aber
nicht zusammenhalten kénnen darf. Fir den zugehérigen Lagrange-Multiplikator gilt
daher die Nichtnegativitatsbedingung: A,, > 0. Im ruhenden Kontakt kdnnen nun zwei
Situationen auftreten:

1. Beide Korper bleiben unbewegt in Kontakt oder bewegen sich voneinander weg
(a; > 0). In diesem Fall kann keine Durchdringung auftreten und die Kon-
taktzwangskraft verschwindet \,,. = 0.

2. Beide Kdrper werden durch &uB3ere Einfliisse gegeneinander gedrickt und bleiben
in Kontakt (a; = 0). In diesem Fall ist die Kontaktzwangskraft positiv \,,, > 0 und
verhindert die Durchdringung.
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Beide Falle werden durch die mathematische Formulierung der Komplementaritat zu-
sammengefasst: Die relative Beschleunigung in Richtung der Kontaktnormalen und die
Kontaktnormalenkraft sind komplementar zueinander (a; > 0, \,,, > 0,a; - A,, = 0).

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Zwangsbedingungen in je eigenen Ja-
cobimatrizen zusammengefasst. Fasst man die bilateralen Zwangsbedingungen in der
Matrix J. ('’e’ wie equality) und die unilateralen in der Matrix J,, ('n’ wie Kontaktnormale)
zusammen, kdnnen Bewegungsgleichungen und alle Zwangsbedingungen in ein ge-
meinsames System gefasst werden:

M —JT _JT 7 f 0

J. 0 0 Nl-lol=1]0 )

J, 0 0 X, b, @, (2.30)
i, >0 X>0, @ -\ =0

n

Hierbei handelt es sich um ein lineares Komplementaritatsproblem (engl.: Linear Com-
plementary Problem, LCP) [38, 39], aufgrund der Kombination von Gleichungen und
Ungleichungen genau genommen sogar um ein gemischtes LCP (engl.: Mixed LCPR,
MLCP). Die Komplementaritat der Vektoren gilt elementweise. Die Anwendung des
Skalarproduktes in der Komplementaritatsbedingung ist nur deshalb gultig, weil fir je-
des einzelne Element der komplementaren Vektoren die Nichtnegativitatsbedingung
gilt.

Zur Lésung dieser Formulierung wird haufig ,Lemkes Algorithmus® [77] herangezo-
gen, so auch durch Anitescu und Potra [6], Baraff [11], Cline [34], Miller und Christensen
[85] sowie durch Trinkle [133].

Ubergang zu impulsbasierten Formulierungen Bis hierher wurde das Problem auf
der Ebene von Kraften, Momenten und Beschleunigungen formuliert. Baraff [11] zeigt
jedoch, dass bei Hinzunahme von Zwangsbedingungen zur Realisierung des Coulomb-
schen Reibungsmodells (vgl. Anhang A.2) die Existenz einer Losung des Problems
nicht garantiert werden kann. Daher formulieren Anitescu et al. [6] anstelle der zeit-
kontinuierlichen, kraft- und beschleunigungsbasierten Modelle zeitdiskrete, impuls- und
geschwindigkeitsbasierte Modelle. Somit gehen sie schon auf der Ebene des mathe-
matischen Modells des physikalischen Vorgangs einen wichtigen Schritt in Richtung
der Simulation in zeitdiskreten Computersystemen. Die Idee ist denkbar einfach: Sie
ersetzen den Term der Beschleunigungen 7 in der Bewegungsgleichung 2.26 durch
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den Differenzenquotienten als Naherung erster Ordnung:

Z(t + h) — Z(t)
h
= M- Z(t+h)—IThA=M-Z(t) + hf

M —JT.X=f, h:Zeitschrittweite

(2.31)

Entsprechend der Formulierung der Bewegungsgleichungen auf der Ebene von Ge-
schwindigkeiten missen auch Zwangsbedingungen auf der Ebene von Geschwindig-
keiten formuliert werden. In vielen Fallen lassen sich solche, geschwindigkeitsbezoge-
nen Zwangsbedingungen auch fir urspringlich holonome Zwangsbedingungen direkt
formulieren, Kapitel 3.2 ab Seite 89 liefert entsprechende Beispiele.

Andernfalls kann diese Form durch einmaliges Ableiten der urspringlichen Zwangs-
bedingung C(Z,t) erreicht werden. Die Jacobimatrix einer Zwangsbedingung J taucht
in der ersten wie in der zweiten Ableitung gleichermaf3en auf. Entsprechende Beispiele
liefern das 2D-Beispiel (Abschnitt 2.5.1 ab Seite 39) und das SCARA-Roboter-Beispiel
im Anhang (Abschnitt B).

Die resultierenden, geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingungen haben die all-
gemeine Form JZ — b = a,a > 0 (flir eine einzelne Zwangsbedingung hat J nur eine
Zeile). Alle Zwangsbedingungen kénnen in folgender Matrix-Vektor-Form zusammen-
gefasst werden:

J. Z-b=a,a>0 (2.32)

Fasst man nun Zwangsbedingungen 2.32 und diskretisierte Bewegungsgleichungen
2.31 zusammen, ergibt sich folgendes System:

M —JT _JT Z(t + h) M - Z(t) + hf 0
Jo o o |-]| min |- b, = |0
J, 0 0 hXn b i (2.33)

mit den Komplementaritatsbedingungen:
Ao >0, @, >0, a -\ =0
Durch den Ubergang von Beschleunigungen auf Geschwindigkeiten werden nun auch
nicht mehr Zwangskréfte, sondern Zwangsimpulse gesucht. Unmittelbar deutlich wird
dies auch an der Tatsache, dass die Losung des Systems 2.33 nicht mehr die Lagrange-
Multiplikatoren und damit die Betrage der Zwangskrafte, sondern deren Produkt mit der
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Zeitschrittweite ~ und damit die Zwangsimpulse liefert, die die Zwangskrafte Uber die
Dauer des Zeitschrittes hinweg aufbringen.

Berticksichtigung von Coulombscher Kontaktreibung Nun fehlt der ,groBen®
Lagrange-Formulierung noch ein Modell zur Bertcksichtigung von Kontaktreibung. Das
Coulombsche Modell definiert eine Relation zwischen der Kraft f,,, die in Kontaktnor-
malenrichtung wirkt und der Reibungskraft (engl.: friction force) f;:

fr < ufn (2.34)

Die Reibungskraft ist kleiner oder gleich der Normalenkraft multipliziert mit einem Rei-
bungskoeffizienten n, dessen Wertebereich typischerweise zwischen Null und Eins
liegt.

Abbildung 2.15.: Der diskretisierte Reibungskonus nach Stewart [126]

Da die Reibungskraft durch einen Konus mit kreisférmiger Grundflache begrenzt wird
(vgl. Anhang A.2), ergibt sich fur entsprechende Zwangsbedingungen ein nichtlinearer
Zusammenhang. Um dennoch eine einheitliche Formulierung in einem linearen System
zu ermdglichen, verwenden sowohl Stewart und Trinkle [126, 127] als auch Anitescu
et al. [6] einen linearisierten Reibungskonus, wie in Abbildung 2.15 dargestellt. Hier-
zu wird die eigentlich kreisférmige Grundflache durch einen Polyeder approximiert, im
Beispiel durch ein Sechseck. Die relative Kontaktgeschwindigkeit in der Kontaktebene
kann dann in den diskreten Richtungen d; durch lineare Geschwindigkeitszwangsbedin-
gungen eingeschrankt werden. Wie Reibungszwangsbedingungen im Detail formuliert
werden, behandelt Kapitel 3.3.2 ab Seite 107. Diese Linearisierung hat jedoch einen
Fehler zur Folge: Rutschen die Kérper im Kontakt aufeinander, misste die Reibungs-
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kraft genau der Richtung der relativen Geschwindigkeit im Kontakt entgegengesetzt wir-
ken. Liegt die Richtung genau auf einem der diskreten Richtungsvektoren d;, erfillt die
Approximation genau das Coulombsche Modell und die Reibungskraft wird maximal.
Liegt sie genau zwischen zwei diskreten Richtungen, wird die Reibungskraft minimal.
Die GréRe dieses Fehlers kann durch eine gréBere Anzahl diskreter Basisvektoren und
damit Reibungszwangsbedingungen reduziert werden, allerdings auf Kosten der Ver-
gréBerung der Dimension der Jacobimatrix und damit auch auf Kosten des Laufzeitver-
haltens.

Die Relationen zwischen den Zwangskraften im Kontaktpunkt wird auf Zwangsim-
pulse p,,,py, Ubertragen: Der gesamte im i-ten Kontakt wirkende Impuls p,,, + p;, im
zeitdiskreten System muss innerhalb des linearisierten Reibungskonus liegen. Ent-
sprechend dem d’Alembert-Prinzip gilt fir den Kontaktnormalenimpuls im i-ten Kontakt
Pn, = I Ao, h. Werden die Reibungszwangsbedingungen im i-ten Kontakt zusammen-
gefasst zu J ;.2 — b = @, dann gilt fiir den Gesamt-Kontaktreibungsimpuls 7, = J};Xfih.
Die Menge der Kontaktimpulse, die innerhalb des linearisierten Reibungskonus liegt,
lasst sich demnach wie folgt formulieren:

{Jg‘i ')‘ni+JE'Xfi | /\m ZO’Xfi Zﬁvg'xfi SNZ‘)‘W}
. (2.35)
mit €= (1 1 ... 1) e R (Zeilenvektor, [ : Anzahl der Basisvektoren d;)

Die Formulierung in Gleichung 2.35 deckt bereits den Fall ab, wenn der Normalenimpuls
verschwindet: Ist der Normalenimpuls Null, so muss auch der Reibungsimpuls Null sein,
sonst wére die Bedingung ¢ Xfi < ;i\, verletzt. Fur die vollstdndige Realisierung des
Coulombschen Reibungsmodells inklusive dynamischer und statischer Reibung sind
folgende zusatzliche Komplementaritatsbedingungen erforderlich:

v+ JgZ;(t+h) >0 komplementdrzu X; >0 (2.36)
[idn, — €+ Xfi >0 komplementérzu ~, >0 '

In dieser Formulierung ist der zuséatzliche Lagrange-Multiplikator +; eine Hilfsgré3e, die
eine Anndherung an die relative tangentiale Geschwindigkeit im i-ten Kontaktpunkt re-
prasentiert [126].

Mit diesen Bedingungen sind nun auch die Falle abgedeckt, in denen der Kontakt-
normalenimpuls nicht verschwindet:

« Der Ausdruck Jg7;(t + h) beschreibt die relativen tangentialen Geschwindigkei-
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ten in den diskreten Richtungen des Reibungskonus. Im Falle von dynamischer
Reibung, wenn ein Rutschen auftritt, enthalt er echt positive sowie echt negati-
ve Werte, da die Richtungsvektoren stets paarweise entgegengesetzt zueinander
definiert sind. Um die erste GréBergleich-Bedingung zu erfillen, muss der ,Hilfs-
multiplikator” ~; echt gréBer als Null sein. Dann fordert die zweite Komplementa-
ritdtsbedingung jedoch, dass der erste Ausdruck der zweiten Komplementaritats-
bedingung gleich Null wird, d.h. es gilt u;\,,, = e*Xfi: Der Reibungsimpuls liegt auf
dem Rand des Reibungskonus.

+ Im Falle von statischer Reibung, wenn also keine tangentiale Bewegung im Kon-
takt auftritt, wird der Term ind?i(t+ h) = 0. Um die GréBergleich-Bedingung der er-
sten Komplementaritatsbedingung zu erfullen, muss der Hilfsmultiplikator ~; gleich
Null sein. Dadurch fordert die zweite Komplementaritatsbedingung fir den ersten
Ausdruck, dass er echt gréBer Null wird, d.h. es gilt - Xfi < 1\, Der Gesamtkon-
taktimpuls bewegt sich also innerhalb des Reibungskonus und nicht auf seinem
Rand.

Die beschriebenen Zusammenhéange lassen sich nun fir das gesamte Mehrkdrper-
system mit mehreren Kontakten und Gelenken in folgendem, gemischtem LCP formu-
lieren:

M —JT —JT _JT o\ [/ Zt+h) M (t) + hf 0
J. 0 0 0 O X b, 0
J, 0 0 0 O Xn — by = | a,
J; 0 0 0 e X 0 a
0 0 pu —--€T o ¥ 0 i
mit den Komplementaritatsbedingungen
. T - (2.37)
a, An a, n
i | >0, ( X | =0l a | | X |=0
an g an g
e’ H1
mit e = und p =
e’ [in

Hierin ist 1; der Reibungskoeffizient im i-ten Kontakt.
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Hierbei handelt es sich wieder um ein gemischtes lineares Komplementaritatspro-
blem. Die Formulierung besitzt die positive Eigenschaft, dass das komplexe Problem
der Kontaktreibung durch eine bekannte mathematische Formulierung approximiert
werden kann. Der Grad der Approximation kann dabei durch die Anzahl der Basis-
vektoren des linearisierten Reibungskonus beliebig erh6ht werden.

Der ,kleine*“ Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz

Létstedt [81] bringt Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen auf anderem We-
ge zusammen. Anstelle der Formulierung eines gemeinsamen Systems wendet er die
Zwangsbedingungen direkt auf die Beschleunigungen des Mehrkdrpersystems an. Zu-

nachst wird Gleichung 2.26 nach den Beschleunigungen umgestellt:
M-Z=f+J"-X
. d . . (2.38)
S r=M1f+M 1.\

Dann werden die beschleunigungsbezogenen Zwangsbedingungen (wiederum zu-
nachst nur bilaterale) direkt auf den resultierenden Term fiir 2 angewendet:

84
Il

Je

e - (2.39)
= I M TN 4 I M

be
be
Bei Verwendung ausschlieBlich bilateraler Zwangsbedingungen gelangt man auf die-
sem Wege wieder zu einem linearen Gleichungssystem. Der Lésungsvektor enthélt bei
dieser Formulierung jedoch nur noch die Betrage der Zwangskrafte, nicht mehr die Be-

schleunigungen der Korper. Die Dimension der quadratischen Systemmatrix JM~1J7
ist gleich der Anzahl der Zwangsbedingungen.

Zur Invertierbarkeit von M: M ist eine Blockdiagonalmatrix, die entlang ihrer
Hauptdiagonalen fir jeden Kdérper dreimal seine Masse m und einmal seinen 3 x 3-
Tragheitstensor ©® enthalt. Blockdiagonalmatrizen werden blockweise invertiert. Trag-
heitstensoren sind invertierbar, weil ihre Eigenwerte die Haupttragheitsmomente (vgl.
Anhang A.1) und damit immer positiv sind. Diagonalmatrizen mit skalaren Werten (m;)
sind genau dann invertierbar, wenn diese ungleich Null sind. Fir die Inverse ergibt sich
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daher:
m-E 0 0 0 0 mL1~E 0 O 0 0
0 © 0 0 0 0 o' o 0 0
M = ) . M= .
0 0O 0 m,-E 0 0 0 O an-E 0
0 0 0 0 0, 0 0O O 0 e;!
mit E € R*>*3 der Einheitsmatrix.
(2.40)

Anwendung auf das 2D-Beispiel
Das zu bildende System fiir das 2D-Beispiel hat die Form (vgl. Gleichung 2.18 auf
Seite 42):

] ) I G [ v I
J

(2.41)
M-1 JT
1 - 1
= —OA + _(2fext,1 - fext,2) =0
m m
Losung nach X liefert:
N = Jext2 = 2fext1 (2.42)

5

Setzt man X wiederum in die Bewegungsgleichungen (vgl. Gl. 2.38) ein, erhalt man
fur die Beschleunigungen 71, i, dieselben Ausdrlicke wie beim ,groBen® Ansatz:

61



Kapitel 2. Verfahren der Simulation von Mehrkérpersystemen: Stand der Technik

ji‘l = % 0 feXt’l + 2 (fcxt,Z_chxtJ)
'f2 0 % fext,Z — I \ b ,

S—— X
M- P 3T A (2.43)
. o 2fext,2 + fext,l
= om
0 o 4fext,2 + 2fext,1
2= om

Ubergang zu impulsbasierten Formulierungen Stewart und Trinkle [126] fiihren fr
den ,kleinen“ Ansatz die gleiche Diskretisierung der Bewegungsgleichungen ein wie
Anitescu und Potra fir den ,groBen” [6]. Ersetzt man in Gleichung 2.38 den Term der
Beschleunigungen z durch einen entsprechenden Differenzenquotienten, gelangt man
zu folgender Vorschrift fir die Geschwindigkeiten im nachsten Zeitschritt:

Tt +h)=Zt) + M IThX + M~'hf (2.44)

Die Anwendung bilateraler, geschwindigkeitsbezogener Zwangsbedingungen auf
2.44 fihrt zu folgendem linearen Gleichungssystem:

J.-Z(t+h)=b.

o ) (2.45)
= J.M Jeh)\eJrJe(erM hf) b,

Analog zur Einbringung bilateraler Zwangsbedingungen zeigen Stewart und Trinkle
[126] sowie Sauer und Schémer [113], wie unilaterale Kontakt-Zwangsbedingungen der
Form
Jn-a?(t+h) —b, = a,,a, > 0im kleinen“ Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz berlicksichtigt
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werden kénnen. Ergebnis ist wiederum ein lineares Komplementaritatsproblem:

I,MUITRN, + 3, (:’z+ M- f) by =,
mit der Komplementaritatsbedingung (2.46)
Xo >0, @ >0, Xa,=0

Reibungszwangsbedingungen werden wie beim ,gro3en“ Ansatz durch einen lineari-
sierten Reibungskonus bericksichtigt. Bilaterale, Kontakt- und Reibungszwangsbedin-
gungen kdnnen zusammengefasst werden, indem schlicht alle Zwangsbedingungen ei-
ne gemeinsame Jacobimatrix eingehen:

J. Xe J. b. 0
3, | M (JeT 37 J}f)h VN I [3?+M—1hﬂ— I
3 y J; by ir) (2.47)

. [ adn -
mit <H> >0
afr

Genau wie beim ,groBen“ Ansatz sind die zusatzlichen Komplementaritatsbedingun-
gen aus den Gleichungen 2.35 und 2.36 mit dem zusétzlichen Hilfsmultiplikatoren
erforderlich. Multipliziert man 2.47 aus und erganzt die Bedingungen zur Einhaltung
des Coloumbschen Reibungsgesetzes, so gelangt man zu:

JIM-JT I M-I I M-I o) (A J. be 0
J,M1IT 3, M7 3. M7 o | | X, J. | 1- ER S Q
~1 6T —1 ; —1 5“ vl [‘/E+M_lhf} | T C—L»
IMIT IMIT I M B X J; by i
0 m ~ET o/ \ 7 0 0 an
(2.48)
mit den Komplementaritatsbedingungen

— T —

ay, An Qy, An

dn, 5 an g

Wie in 2.37 handelt es sich hierbei nicht mehr um ein ,reines, sondern um ein gemisch-
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tes lineares Komplementaritatsproblem. Zu seiner Lésung werden daher die gleichen
Algorithmen wie beim gro3en Ansatz verwendet.

Nichtlineare Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren

Weit weniger verbreitet sind nichtlineare Ansatze mit Lagrange-Multiplikatoren, zwei-
felsohne ob ihrer duBerst komplexen mathematischen Formulierung. Ziel solcher For-
mulierungen ist die Vermeidung der Linearisierung des Reibungskonus.

Anitescu und Tasora beschreiben in [8] und [130] ein Verfahren, in dem sie anstel-
le eines LCP ein konisches Komplementaritatsproblem (engl.: Cone Complementarity
Problem, CCP) formulieren und I6sen. lhr Verfahren konzentriert sich auf die Anwen-
dung in der Granulat- oder Schittgutsimulation und damit auf die Simulation sehr vieler,
kugelférmiger Korper. Das Verfahren wird von Tasora et al. [131] parallelisiert und von
Heyn et al. [60] in einer Version fir die heute weit verbreiteten, massiv parallelen Gra-
fikprozessoren vorgestellt.

Ein Vergleich des nichtlinearen Verfahrens nach Tasora und Anitescu mit den linea-
ren anhand der ver6ffentlichten Ergebnisse ist schwierig, allerdings sind die prasentier-
ten Laufzeiten fir das spezielle Problem der Granulatsimulation mit allen anderen heute
verflgbaren Verfahren unerreichbar. Vor allem die Nutzung der enormen theoretischen
Rechenleistung moderner, massiv paralleler Streaming-Prozessoren auf Grafikkarten
erscheint erfolgversprechend. LieB3e sich dieses Verfahren auch auf interaktive Simula-
tionen mit beliebigen Zwangsbedingungen und beliebig geformten Kérpern tbertragen,
bedeutete das einen groBen Schritt im Bereich der Mehrkérpersimulationsverfahren.

2.5.6. Verfahren in reduzierten Koordinaten

Eine Zwangsbedingung entfernt genau einen Freiheitsgrad aus einem Mehrkdrpersy-
stem. Ein Mehrkérpersystem mit n Kérpern und m Zwangsbedingungen besitzt also
nur noch 6n — m Freiheitsgrade. Ziel der Verfahren in reduzierten Koordinaten ist es,
einen Satz von 6n — m unabhangigen Koordinaten zu finden, mit deren Hilfe sich die
kinematischen und dynamischen Zusammenhange eines Mehrkérpersystems unter im-
pliziter Berlcksichtigung aller Zwangsbedingungen beschreiben lassen.

Bender [17] liefert eine gute Zusammenfassung Uber die Schritte, die im Allgemeinen
notwendig sind, um zu einer Formulierung der Bewegungsgleichungen eines Mehrkér-
persystems in reduzierten Koordinaten zu gelangen. Zunachst sind die 6n—m unabhan-
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gigen Koordinaten ¢;,7 € [1,...,6n —m| zu identifizieren, die den Bewegungszustand
des Mehrkdrpersystems eindeutig beschreiben. Als nachstes missen die kartesischen
Koordinaten z; durch diese generalisierten Koordinaten ausgedriickt werden in Form
einer Abbildung:

Xy = f (QIa cee 7Q6n—m) (250)

Hierbei handelt es sich um das Problem der Vorwérts-Kinematik. Der letzte Schritt ist
die eigentliche Bestimmung der Bewegungsgleichungen, die in Form eines Differenzi-
algleichungssystems zweiter Ordnung kommen:

7=g (qj 7 fm) . feut : Externe Krafte und Drehmomente (2.51)

Es bestehen zwei grundlegende Ansatze, um die Bewegungsgleichungen zu bestim-
men.

Bestimmung von Bewegungsgleichungen nach Newton und Euler in reduzierten
Koordinaten durch Freischneiden

Beim Freischneiden betrachtet man zunachst jeden Kérper des Systems individuell
in allen sechs Freiheitsgraden (im R3). Die Interaktion mit anderen Kérpern des Sy-
stems wird durch Zwangskréfte berlcksichtigt, die je an den Verbindungspunkten ein-
gebracht werden. Fir jeden so freigeschnittenen Kérper kbnnen unabhangig vom restli-
chen System die Bewegungsgleichungen formuliert werden. Da die formal eingesetzten
Zwangskrafte unbekannt sind, missen sie durch algebraische Umformung eliminiert
werden. Sind alle Zwangskrafte und -momente eliminiert, bleiben die Bewegungsglei-
chungen in den reduzierten Koordinaten ,tbrig*“.

Bestimmung von Bewegungsgleichungen in reduzierten Koordinaten unter
Nutzung des Lagrange-Gleichung 2. Art

Far ein Mehrkérpersystem hat die Lagrange-Gleichung 2. Art [76] die Form:

d(oLy _oL_
dt 3(]1 aql -
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Hierin ist die Lagrange-Funktion L = Ey;, — E,. die Differenz aus kinetischer und po-
tenzieller Energie des gesamten Mehrkdrpersystems formuliert in den generalisierten
Koordinaten, ¢; die i-te generalisierte Koordinate und @, die im Sinne der i-ten Koor-
dinate wirkende, eingepragte (externe) Kraft bzw. das eingepragte Moment. Ausfiihren
der Ableitungsvorschriften auf der linken Seite der Gleichung flhrt auf die Bewegungs-
gleichungen des Mehrkérpersystem in reduzierten Koordinaten. Detailliertere Ausfih-
rungen liefern u.a. Jalon und Bayo [67].

Automatisierte Verfahren in reduzierten Koordinaten Zur Anwendung in Com-
putersimulationen sind automatisierte Verfahren gefragt. Featherstone [47, 46] liefert
einen guten Uberblick (iber die im Anwendungsbereich Roboterdynamik eingesetzten
Verfahren. Eines der prominentesten ist der rekursive Newton-Euler-Algorithmus (engl.:
Recursive Newton Euler Algorithm, RNEA), den Luh et al. [82] vorstellen. Feathersto-
ne [45] prasentiert den ,Articulated Body Algorithm, ABA*, der sich durch sein lineares
Laufzeitverhalten in Bezug auf n verbundene Glieder O(n) auszeichnet.

Beide genannten Algorithmen kénnen nur Mehrkdrpersysteme behandeln, die frei
von Zyklen sind und ausschlief3lich holonomen Zwangsbedingungen unterliegen. Es
existiert eine groBe Anzahl weiterer Arbeiten, die sich der Herleitung von Bewegungs-
gleichungen in reduzierten Koordinaten widmet, die an dieser Stelle nicht weiter behan-
delt werden. Der interessierte Leser sei als Einstiegspunkt auf die Arbeiten von Feather-
stone [45, 47, 46] verwiesen. Aufgrund der Tatsache, dass zur Behandlung geschlosse-
ner Kreise und Erfillung anholonomer Zwangsbedingungen Sonderbehandlungen not-
wendig werden, haben sie sich bis heute flr den breiten Einsatz in der interaktiven
Virtuellen Realitat, in denen haufig sehr dynamische, sich schnell verandernde Konfi-
gurationen zu behandeln sind, nicht durchgesetzt. Fir Anwendungen mit gleichbleiben-
den oder sich nur geringfligig verandernden Zwangsbedingungen, z.B. im Bereich der
Robotik, bieten sie jedoch einige Vorteile. Der Verzicht auf die Betrachtung der wirken-
den Zwangskrafte und die implizite Annahme der Giltigkeit aller Zwangsbedingungen
resultiert durch die von Beginn an kleinere Anzahl an Freiheitsgraden in einem deutlich
kleineren mathematischen Problem. Die Bestimmung der wirkenden Zwangskrafte ist
nicht notwendig.
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2.6. Animation der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen nach Newton und Euler lassen sich in Matrix-Vektor-Form
durch folgendes Differenzialgleichungssystem zweiter Ordnung darstellen:

—

T=M"Y(2) f(Z1)

Dieses System lasst sich durch Einfilhrung der Geschwindigkeiten ¢ = # in ein Diffe-
renzialgleichungssystem erster Ordnung Uberfihren:

—

7 =M f(&.1) 252)
Z=7 '

Bei gegebenen Anfangswerten flr Position und Orientierungen (#) und Geschwindig-
keiten (v), z.B.

=1

(t=0)
(t=0)

erhalt man ein Anfangswertproblem (AWP). Ziel der Animation der Bewegungsglei-
chungen bzw. der Lésung des Anfangswertproblems ist die Bestimmung von Positio-
nen, Orientierungen und Geschwindigkeiten zu einem beliebigen, spateren Zeitpunkt
t, =t -+ n-h. Zur Lé6sung eines AWPs kommen Verfahren der numerischen Integration
zum Einsatz. Die drei wesentlichen Kriterien zu ihrer Bewertung sind Genauigkeit bzw.
Konsistenz, Stabilitdt und Berechnungsaufwand. Letzterer ergibt sich aus der Anzahl
der Rechenoperationen, die zur Bestimmung des jeweils n&chsten Integrationsschrittes
notwendig sind. Die ersten beiden hdngen eng zusammen und lassen sich formal de-
finieren. Seien im Folgenden f(x) das mathematische Problem mit den Eingabedaten
z, hier also die Bewegungsgleichung, f*(x) das numerische Verfahren und z* fehlerbe-
haftete Eingabedaten. Dann gilt fir die Begriffe Genauigkeit und Stabilitat:

(2.53)

Sl Ol

t=20
t=20

8y
Il
Il

» Die Genauigkeit bzw. Konsistenz gibt an, wie gut sich die numerische L6-
sung des Problems der exakten Losung annahert. Der Fehler ist definiert als:
ex = ||f(t) — f*(t)||- Die Konsistenz wird durch den Begriff der Ordnung eines
Verfahrens angegeben: Ein Verfahren n-ter Ordnung begeht einen lokalen Fehler
der GroBenordnung t"*!. Beispiel: Bei einem Verfahren erster Ordnung reduziert

67



Kapitel 2. Verfahren der Simulation von Mehrkérpersystemen: Stand der Technik

sich der lokale Fehler bei Halbierung der Zeitschrittweite t um den Faktor 22 = 4.

» Die Stabilitat eines Verfahrens beschreibt seine Robustheit gegeniber Stérun-
gen in den Eingabedaten. Formal betrachtet man den Wert eg = || f(z*) — f*(z")]]-
Bei einem stabilen numerischen Verfahren I&sst sich fir eine gegebene Differenzi-
algleichung ein endlicher Grenzwert definieren, unterhalb dessen der Fehler zwi-
schen numerischer und exakter Lésung liegen wird.

Im Bereich Dynamiksimulation fir interaktive VR-Anwendungen wird den unter-
schiedlichen numerischen Integrationsverfahren relativ wenig Aufmerksamkeit ge-
schenkt. Dies hat drei wesentliche Grinde:

1. Die hohe Genauigkeit der Integration spielt in diesem Kontext oft nur eine unter-

geordnete Rolle. Viele andere Faktoren, z.B. die Fehler bei der Bestimmung der
Zwangskrafte, schranken die Genauigkeit der Simulation in viel gré3erem MafBe
ein.

. Ein gutes Laufzeitverhalten ist fir interaktive Realzeit-Anwendungen ein essen-
zielles Kriterium. Wéahrend ein einfaches, explizites Euler-Verfahren erster Ord-
nung durch Bestimmung einer einzelnen algebraischen Anweisung auszufihren
ist, wird flr Verfahren mit hdherer Genauigkeit ein Vielfaches an Operationen not-
wendig. Ist fUr einen Integrationsschritt gar die Ausfihrung der in der Regel extrem
rechenaufwendigen inversen Dynamik zur Bestimmung wirkender Zwangskrafte
zu unterschiedlichen Zeitpunkten und fir unterschiedliche Ausgangskonfiguratio-
nen notwendig, wird ein entsprechendes numerisches Verfahren fir interaktive,
echtzeitfahige Anwendungen unpraktikabel.

. Die Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik sind haufig eng verknupft
mit der Animation der Bewegungsgleichungen, so dass deren strikte Separation
und dadurch die Anwendung unterschiedlicher numerischer Integrationsverfahren
gar nicht moglich sind.

Alle heute Ublichen Verfahren, die zur Bestimmung der inversen Dynamik den
Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz nutzen, verwenden - prinzipbedingt - ausnahmslos
teilweise (,semi-“) [126, 6, 113, 114, 115, 127, 128, 131] oder implizite [14, 7, 35, 34]
Euler-Integrationsschemata. Zur Herleitung des impliziten Euler-Integrationsschemas



2.6. Animation der Bewegungsgleichungen

beginnt man zunachst mit einer Ruckwarts-Euler-Diskretisierung der Bewegungsglei-
chungen:

U(t + h) - U(t) _ M_l(f(t + h)) . _’(x(t + h),U(t + h)at + h)
Tt + h})L —a(t) _ . -
. =d(t+h)

Umgestellt nach den Geschwindigkeiten #(¢+h) und den Positionen und Orientierungen
Z(t + h) im nachsten Zeitschritt erhalt man entsprechende Animationsvorschriften:

—

Tt +h) =0(t) + hM H(F(t+h)) - fla(t+ h),v(t+h),t+h)
Z(t + h) = Z(t) + hii(t + h)

(2.55)

In diesen Vorschriften sind die GrdéBen der rechten Seiten leider nur implizit gege-
ben. Die inversen Tragheitstensoren formuliert im Weltkoordinatensystem (enthalten
in M~!) wie auch alle auftretenden Kréfte, externe wie Zwangskrafte (enthalten in
Flz(t+h),v(t+ h),t+ h)) sind abhangig von den neuen Positionen und Orientierungen
und den neuen Geschwindigkeiten, die gerade erst bestimmt werden sollen. Wirden
die rechten Seiten stattdessen zum Zeitpunkt ¢ ausgewertet, handelte es sich um ein

explizites Integrationsschema.

Lésen lasst sich das Problem der nur implizit gegebenen GréBen durch eine Fixpunk-
titeration: Die rechte Seite der ersten Gleichung in 2.55 wird zunachst zum Zeitpunkt ¢
ausgewertet, Ergebnis ist der erste Schatzwert fur o (¢ + h). Mit diesem lasst sich ein
erster Schatzwert 7, (t + h) bestimmen. Mit diesen Schétzwerten kann die rechte Seite
der ersten Gleichung erneut ausgewertet werden, um zu neuen Schéatzwerten v;(t + h)
und Z»(t + h) zu gelangen. Die lteration lauft so lange, bis sie den Fixpunkt ausreichend
genau erreicht hat, das heif3t die Differenz der aufeinanderfolgenden Schatzwerte eine
gegebene Fehlerschranke unterschreitet.

Die implizite Euler-Integration hat die Eigenschaft, dass sie unbedingt stark stabil
ist. Ubertragen auf den Kontext von Bewegungsgleichungen bedeutet dies, das System
verhalt sich immer dissipativ, unabhangig davon wie grof3 die Zeitschrittweite h gewahlt
wird. Dies kommt dem Wunsch nach grof3en Schrittweiten in der realzeitfahigen Simu-
lation entgegen.

Im Kontext von Mehrkérperdynamiksimulation kann die mehrfache Bestimmung der
wirkenden Kréafte und Zwangskrafte (rechte Seite der ersten Zeile in Gleichung 2.55)
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z.B. bei Einsatz einer Lagrange-Multiplikatoren-Methode allerdings sehr aufwandig und
damit unpraktikabel sein. Der Mehraufwand hierflr kann sich lohnen, wenn sogenannte
steife Differenzialgleichungen zu behandeln sind. Das ist z.B. der Fall, wenn Federn
mit groBen Federkonstanten simuliert werden. Die wirkenden Krafte andern sich dann
sehr stark mit nur kleinen Veranderungen im Positionsvektor #. Anitscu und Potra [7]
stellen eine entsprechende Formulierung mit Lagrange-Multiplikatoren und impliziter
Integration vor, Cline [35] beschreibt ihre Implementierung.

Um die Schwierigkeiten bei impliziten Verfahren zu umgehen, wird haufig das semi-
implizite oder symplektische Euler-Verfahren angewandt. Dazu wird nur in der ersten
Gleichung von 2.54 eine Vorwarts-Euler-Diskretisierung eingesetzt. Das bedeutet, dass
die rechte Seite nur der ersten Zeile in Gleichung 2.55 zum Zeitpunkt ¢ anstelle t + h
ausgewertet wird. Ein iteratives Losungsverfahren ist dann nicht notwendig.

Auch beim Einsatz anderer Verfahren zur Bestimmung der wirkenden Zwangskrafte
oder -impulse im Kontext von VR-Anwendungen werden in der Literatur selten aufwan-
digere Integrationsschemata verwendet, die meisten Realisierungen nutzen das Euler-
Schema. Schmitt und Bender [22, 21, 17, 18] verwenden in ihrem impulsbasierten Ver-
fahren einen Runge-Kutta-Integrator vierter Ordnung. Schmitt [119, 120] entwickelt dar-
Uber hinaus impulsbasierte Verfahren noch héherer Ordnungen, kommt jedoch zu dem
Schluss, dass der erhaltene Nutzen den notwendigen Aufwand nicht rechtfertigt.

2.7. Verfahren zur Fehlerkorrektur

Bei den Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik, die nur Zwangsbedingungen
auf der Ebene von Geschwindigkeiten oder gar Beschleunigungen bertcksichtigen kén-
nen, werden positions- und orientierungsbezogene Zwangsbedingungen nur indirekt
Uber ihre Ableitungen bertcksichtigt. Durch die unvermeidliche Ungenauigkeit aufgrund
der zeitlichen Diskretisierung treten kleine Fehler in den positions- und orientierungsbe-
zogenen Zwangsbedingungen auf, die mithilfe eines zuséatzlichen Stabilisierungsschritt
behandelt werden missen.

2.7.1. Stabilisierung von Zwangsbedingungen

Das einfachste und bekannteste Verfahren ist die Stabilisierung von Zwangsbedingun-
gen (,Constraint-Stabilisierung“) nach Baumgarte [16], eingesetzt u.a. in der Open Dy-
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namics Engine [121]. Die Idee ist einfach: Ein Anteil des entstandenen Fehlers wird
als Pseudo-Soll-Geschwindigkeit in der geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingung
bertcksichtigt. Abbildung 2.16 verdeutlicht das Verfahren. Bei einer Kontaktzwangsbe-
dingung stellt eine positive Durchdringungstiefe e den Fehler in der urspringlichen,
positionsbezogenen Zwangsbedingung dar. Die Zwangsbedingung fir den nachsten
Zeitschritt wird entsprechend angepasst, so dass fur die relative Geschwindigkeit im
Kontaktpunkt entlang der Kontaktnormalen zwischen den Kdrpern eine echt positive
(> 0) anstelle einer verschwindenden Geschwindigkeit (= 0) erzwungen wird, die beide
Kérper auseinander bewegt. Formal bedeutet dies: Ist der Fehler im Kontaktpunkt Null,
so ware die Zwangsbedingung zum Kontaktpunkt:

C(#,T) = it - (T, — ) > 0 (2.56)

Bei einer bestehenden Durchdringung der Tiefe e erzwingt die folgende modifizierte
Zwangsbedingung eine relative Kontakinormalengeschwindigkeit, die den bestehenden
Fehler in 10 Zeitschritten der Lange h vollstédndig korrigieren wirde:

L oL e
C(Vh,0p) =1 - (U — V) >

= (2.57)

Dieses Verfahren ist fir jede Art von positions- oder orientierungsbezogener Zwangs-
bedingung in einem geschwindigkeits- oder beschleunigungsbasierten Modell anwend-
bar. Da es praktisch keinerlei Mehraufwand bedeutet, besitzt es ein duf3erst gunstiges
Laufzeitverhalten.

Abbildung 2.16.: Constraint-Stabilisierung nach Baumgarte [16]: Ein Anteil des entstan-
denen Fehlers wird als Pseudo-Soll-Geschwindigkeit auf die Zwangs-
bedingung aufgeschlagen.

Seine Effektivitat ist jedoch eingeschrankt: Auch durch die Stabilisierung werden die
ursprunglichen, positions- und orientierungsbezogenen Zwangsbedingungen niemals
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direkt korrigiert, es wird immer nur eine korrigierende Tendenz erzeugt. Da der Korrek-
turparameter (im Beispiel 1/10) typischerweise global definiert wird, kann er niemals
ideal fr jede mdgliche Konfiguration einer Szene sein. Typische Problemmodelle sind
lange Ketten oder hohe Stapel. In solchen Modellen werden an verschiedenen Kontaki-
oder Gelenkpunkten immer unterschiedlich gro3e Fehler bestehen bleiben. Ein zu klei-
ner Korrekturparameter hinterlasst gro3e Fehler, ein zu groBer Korrekturparameter flhrt
zu Uberschwingen und damit z.B. zum ,Abprallen® in einem eigentlich unflexiblen Kon-
takt. Dennoch: In der Praxis, in der solche Problemmodelle eine untergeordnete Rolle
spielen, ist dieses Verfahren auBerst tauglich und wird haufig eingesetzt.

2.7.2. Fehlerkorrektur durch Projektion

Die Motivation fiir das Projektionsverfahren liegt in der Schwache des Stabilisierungs-
verfahrens begrindet: Wahrend bei der Stabilisierung immer nur eine ,verbessernde
Tendenz® erzeugt werden kann, sollen Projektionsverfahren alle bestehenden Verlet-
zungen von Zwangsbedingungen in einem Schritt vollstandig beheben. Dazu werden
Positionen und Orientierungen des Mehrkérpersystems in einen glltigen Unterraum
projiziert.

Cline und Pai [34] beschreiben einen besonders praktischen Ansatz unter dem Be-
griff ,Post-Stabilization®. Ausgehend von einer Lagrange-Multiplikatoren Formulierung
wie in Gleichung 2.37, entwickeln sie einen Nachverarbeitungsschritt, der alle Fehler im
System unter Wiederverwendung der bestehenden numerischen Infrastrukturen besei-
tigen kann. Nach einem vollstédndigen Zeitschritt, also nach inverser Dynamik und Up-
date von Geschwindigkeiten sowie Positionen, stellen sie das LCP mit Jacobi- und ak-
tualisierter Massenmatrix erneut auf. Einziger Unterschied: Die rechten Seiten der ge-
schwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingungen werden mit genau solchen Soll-Relativ-
Geschwindigkeiten ,beflllt, welche die bestehenden positions- und orientierungsbezo-
genen Fehler in einem imaginaren Zeitschritt der Lange & vollstandig korrigieren wir-
den. Die Lésung des Systems liefert dann einen Vektor mit kartesischen Geschwindig-
keiten. Ein Integrationsschritt mit diesen Geschwindigkeiten Uber die Zeitlange h hinweg
versetzt das Mehrkdrpersystem in einen gultigen Zustand.

Erleben [43, 44] verbindet die Ideen der Projektion und der StoBfortpflanzung mitein-
ander. Grundlegender Gedanke hinter unterschiedlichen Verfahren der StoBfortpflan-
zung ist es, sich das Wissen Uber dominante Koérper in einer Mehrkdrpersimulation zu
Nutze zu machen und somit die Auflésung der Zwangsbedingungen entsprechend zu
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vereinfachen. Beispiel: Die Bestimmung der Kontaktkrafte im Modell eines Kistensta-
pels, der auf massivem Untergrund steht, Iasst sich enorm vereinfachen, wenn man
annimmt, dass alle Kisten zusammen keinen Einfluss auf die Bewegung des Unter-
grundes haben werden, auf dem sie stehen. Physikalisch ist das zwar nicht exakt - die
Rackwirkungen auf die Flugbahn des Planeten Erde bei Aufschichtung eines Kistensta-
pels kdnnen fir die meisten Anwendungen aber vernachlassigt werden. Der Untergrund
Ubt also einen beliebig groBen Stol auf die unterste Kiste aus, um ihren Fall zu stop-
pen. Die Kisten auf der ersten Ebene ,propagieren diesen beliebig groBen Stol3 weiter
in die zweite Ebene - eine Kiste der zweiten Ebene des Stapels ist damit nicht in der
Lage, eine Kiste der ersten Ebene nach unten zu bewegen usw..

Abbildung 2.17.: Fehlerkorrektur durch Projektion mit StoB3fortpflanzung (, Velocity ba-
sed shock propagation [44]): Die Positionsfehler in einem Stapel wer-
den ebenenweise von unten nach oben korrigiert. Die Position der je-
weils hervorgehobenen Box wurde zuletzt korrigiert.

Nimmt man diese Voraussetzungen als gegeben an, kann man das Verfahren der
Projektion ebenenweise ,von unten nach oben“ entlang eines Stapels ausfihren. Zu-
nachst wird ein LCP fir die Kisten der untersten Ebene und den Untergrund formu-
liert. Die L6sung dieses Systems liefert die notwendigen Verschiebungen der untersten
Ebene, so dass keine Durchdringungen mehr mit dem Untergrund auftreten. Nachdem
diese Durchdringungen behoben wurden, wird die erste Ebene als Untergrund ange-
nommen und das Verfahren mit der zweiten Ebene fortgesetzt. Auf diesem Wege kann
man die Projektion durch Lésen vieler kleiner anstelle eines gro3en LCP ausfiihren. Ab-
bildung 2.17 illustriert das Vorgehen. Erleben [43] erreicht mit diesem Verfahren stabile
Simulationen sehr groBer Stapel trotz eines vergleichsweise simplen LCP-Lésers.
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Kapitel 3.

Inverse Dynamik in
Mehrkorpersystemen mit der
Lagrange-Multiplikatoren-Methode

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Dynamik-Simulationskomponente unterstitzt
zur Lésung des Problems der inversen Dynamik schwerpunktmafig eine Variante des
,kleinen“ Lagrange-Multiplikatoren-Ansatzes. Das Verfahren hat sich in einer Vielzahl
praktischer Anwendungen als robust, flexibel und ausreichend préazise erwiesen. Da
diese Komponente zentral und die komplexeste des realisierten Mehrkdrperdynamiksi-
mulationssystems ist, wird das Verfahren hier ausfihrlich beschrieben und erlautert.

Das erste Unterkapitel beschreibt zunachst, wie Bewegungsgleichungen von n Starr-
kOrpern zusammen mit den zwischen ihnen geltenden linearen geschwindigkeitsbezo-
genen Zwangsbedingungen in einem einheitlichen mathematischen System formuliert
werden kénnen. Die Unterkapitel 3.2, 3.3 und 3.4 beschreiben detailliert, wie oben ge-
nannte Zwangsbedingungen flr eine Vielzahl praxisrelevanter, mechanischer Zusam-
menhange formuliert werden. Zuletzt folgen in Kapitel 3.5 die detaillierte Beschreibung
und Analyse zweier unterschiedlicher numerischer Verfahren zur Lésung des formulier-
ten mathematischen Problems der Mehrkdrperdynamik.
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Kapitel 3. Inverse Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren

3.1. Einheitliche Formulierung von
Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen

Soweit nicht explizit anders definiert sind Ortsvektoren in diesem Kapitel immer in
Weltkoordinaten angegeben. Gleiches qilt fir die Geschwindigkeitsvektoren: Dabei be-
schreibt 7; die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Kérpers i in Weltkoordinaten, &; sei-
ne Winkelgeschwindigkeit in Weltkoordinaten. Jeder Kérper besitzt ein eigenes Kor-
perkoordinatensystem. In dieser Arbeit fallt dessen Ursprung immer mit dem Kérper-
schwerpunkt zusammen. Sei T% die homogene Transformation (siehe z.B. [23]) des
Kérperkoordinatensystems von Kérper i in Weltkoordinaten, so liegt sein Schwerpunkt

T
in Weltkoordinaten bei T} - (O 0 0) . Die homogene Transformation eines Vektors
r= (7’1 ro 7‘3) € R? wird - obwohl formal wegen der fehlenden Homogenisierung un-

korrekt - vereinfacht in der Form T%F dargestellt. Als Ergebnis wird ein Vektor im R3
angenommen.

3.1.1. Die Bewegungsgleichungen nach Newton und Euler

Der Impulssatz nach Newton besagt: Die zeitliche Anderung des Impulses 7 eines Kér-
pers ist gleich der Summe aller angreifenden Kréfte f.

—

p=f (3.1)

Der Impuls eines Kdrpers ist definiert als das Produkt aus seiner Masse m und seiner
Geschwindigkeit 7, 7 = m@. Unter Annahme einer konstanten Masse gilt 7 = m4 und
daher:

mv = f (3.2)
m 0 0
Mit M,,, = 0 m 0 kann dies in eine Matrix-Vektor-Form gebracht werden:
0 0 m
M, 0 = f
=5 (3.3)
v=M. - f
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Der Eulersche Drall- oder Momentsatz stellt analog zum Impulssatz eine Relation
zwischen der Anderung des Dralls oder Drehimpulses und dem auf den Kérper ein-
wirkenden Drehmoment her. Der Drehimpuls Ls in Weltkoordinaten bezogen auf den
Schwerpunkt S eines Korpers ist definiert als Produkt aus Tragheitstensor ©g, bezo-
gen auf den Schwerpunkt und seiner Winkelgeschwindigkeit &.

[s=0Og-& (3.4)

Den Tragheitstensor ®4(t) im Weltkoordinatensystem erhalt man durch Transformation
des Tragheitstensors im kérperfesten Systems ,© 5 entsprechend Gleichung A.6 (siehe
Anhang A.1).

Der Drallsatz in Bezug auf den Schwerpunkt des Starrkorpers besagt: Die Summe
der angreifenden Drehmomente 7 ist gleich der Anderung des Drehimpulses Lg:

d /-
=L <L5>
— Os+d x Lg (3.5)
= Oy + & X (Ogd)

Der Zusammenhang < <ES> = ©4 + & x Lg ergibt sich aus dem allgemeinen Zusam-
menhang zwischen der zeitlichen Ableitung eines Vektors im bewegten System (hier:
© %) und seiner zeitlichen Ableitung im Weltkoordinatensystem. Fiir eine detailliertere
Herleitung dieses Zusammenhangs siehe z.B. [56].

Umgestellt nach der Winkelbeschleunigung & ergibt sich:

G=03" (1 -d x (0sa)) (3.6)

Anmerkung: An Gleichung 3.6 wird deutlich, dass die Winkelbeschleunigung un-
gleich Null sein kann, selbst wenn die Summe der angreifenden Drehmomente Null ist.
Dies ist der Fall, wenn der Starrkérper um eine Achse rotiert, die keine seiner Symme-
trieachsen ist (vgl. Anhang A.1).

Auf dem Weg zu einer einheitlichen Formulierung der dynamischen Zusammenhan-
ge im Mehrkdrpersystem ist die Zusammenfassung der Bewegungsgleichungen 3.3 und
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3.6 der erste Schritt:

AN M, L fi (3.7)
5] T \e (7 - @ x (@) |

Als nachstes werden die Matrizen M., und inverser Tragheitstensor ©; ' zu einer
6x6-Matrix zusammengefasst:

B\ _ (Mo fi (3.8)
5, 0 ') \7- (@ x (@) '

Zuletzt werden die Bewegungsgleichungen aller n Kérper des Mehrkdrpersystems
zusammen in ein Matrix-Vektor-System gefasst:

0 M), 0 0 0 0 fi
(,31 0 @;1 0 0 0 T — ((Dl X (@1(151))
= 0 0o . 0 0 : (3.9)
¥ 0 0 0 M o0 o '
s o 0 0 o0 ©7! 7o — (@ X (©,E))
R/_/ ~~ - ~ ~"~ -
M-1 7

Anmerkung: Die rotatorischen Anteile des Vektors fenthalten nicht nur explizit ex-
terne oder eingepragte Momente wie z.B. ein Motormoment, sondern zuséatzlich den
sogenannten ,gyroskopischen Term“ des Drallsatzes (4, x (©,4,)). Die einheitliche
Matrix-Vektor-Formulierung aller Bewegungsgleichungen erlaubt es, Gleichung 3.9 im
Folgenden in der kompakten Form

g=M".f (3.10)

darzustellen.

Sei ¥ der Vektor der Positionen und Orientierungen des Mehrkdrpersystems, dann
gilt: # = #. Damit beschreibt Gleichung 3.10 ein Differenzialgleichungssystem der zwei-
ten Ordnung. Auf dem Weg von der analytischen Formulierung hin zur zeitdiskreten Si-
mulation wird daher die zweifache numerische Integration der Bewegungsgleichungen
notwendig. Um die Problematik ungenauer oder sogar instabiler Integrationsverfahren
zu vermeiden, wird hier eine impulsbasierte Herangehensweise gewahlt (vgl. auch Ka-
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pitel 2.5.5 ab Seite 55): Anstatt ber einen Zeitschritt hinweg variable, zeitkontinuierliche
Krafte und Momente auf die Kérper des Systems aufzubringen, werden die resultieren-
den zeitdiskreten Impulse aufgebracht. Der Impuls entspricht dabei dem Integral einer
Kraft oder eines Drehmomentes Uber einen diskreten Zeitschritt hinweg.

Um eine impulsbasierte Formulierung zu erreichen, wird das Differenzial ¢ links durch
einen Differenzenquotienten ersetzt und so umgeformt, dass eine Vorschrift zur Bestim-
mung der Geschwindigkeiten im nachsten Zeitschritt ¢t + h entsteht.

= M) () a1

(t+h) =3(t) + M) - f(t)-h
Diese Vorschrift entspricht dem expliziten Euler-Schema flr die numerische Integra-
tion der Geschwindigkeiten, weil der Ausdruck auf der rechten Seite zum Zeitpunkt ¢
ausgewertet wird (vgl. Kapitel 2.6).

3.1.2. Integration bilateraler geschwindigkeitsbezogener
Zwangsbedingungen

Wie geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen fir konkrete Anwendungsproble-
me formuliert werden, behandeln die nachfolgenden Unterkapitel ausfihrlich. Im All-
gemeinen lassen sich bilaterale geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen in fol-
gender Form darstellen (vgl. auch Kapitel 2.5.1):

Je,iU = be,i (31 2)

Hierin ist J. ; die Jacobimatrix einer einzelnen Zwangsbedingung.

Mehrere solcher Zwangsbedingungen lassen sich in einer Matrix-Vektor-Form for-
mulieren, indem die Koeffizienten aus den m Gleichungen J. ;v = b, ;,i € {1..m} zeilen-
weise zur Jacobimatrix der Zwangsbedingungen zusammengefasst werden:

(3.13)

—~ 3
o

<y

I

S

[y}
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Um nun die Formulierung der Bewegungsgleichungen (Gleichung 3.11) und der
Zwangsbedingungen (Gleichung 3.13) zusammenfassen zu kdnnen, sind zwei Schritte
notwendig:

1. Die Zwangskrafte und -momente sind Teil der Summe aller Krafte und Momente
in Impuls- und Drallsatz. Die bereits diskretisierten Bewegungsgleichungen (Glei-
chung 3.11) missen daher um ihren Einfluss in Form der aus ihnen resultierenden
Zwangsimpulse hf; erginzt werden. Entsprechend dem d’Alembert-Prinzip (vgl.
Kapitel 2.5.1) qilt sie:

hfz; =J3"X-h (3.14)
Zusammenfihren von 3.11 und 3.14 fihrt auf:

Tt + h) = 7(t) + M™L(¢) - (f(t) B+ JTX h) (3.15)

2. Damit die geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingungen fir die neuen Ge-
schwindigkeiten (¢t + h) erfillt sind, werden die Zwangsbedingungen (Gleichung
3.13) auf die Vorschrift fir die Geschwindigkeiten im nachsten Zeitschritt (Glei-
chung 3.15) angewandt:

!

J.-6(t+h) =b,
=, (U(t) M) - f() b+ M) - 3T, h) - (3.16)
= LM YOITN h+ ] (U(t) M) - ft) - h> — b,

Bei Gleichung 3.16 handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem (LGS) ohne
Nebenbedingungen, das nach den Unbekannten X.h geldst wird. Hieran wird deutlich,
dass mit \.h Betrage von Zwangsimpulsen und nicht von Zwangskréften bestimmt wer-
den, die zur Einhaltung der Zwangsbedingungen in ¢t + h Gber den Zeitschritt von ¢ nach
t + h hinweg aufgebracht werden missen. Damit sind alle Teile der rechten Seite in
Gleichung 3.15 bekannt und die Geschwindigkeiten fir den néchsten Zeitschritt kén-
nen bestimmt werden.
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3.1.3. Integration unilateraler Zwangsbedingungen - reibungsfreie
Kontakte

Ein Kontaktpunkt zwischen Starrkérpern impliziert zwei physikalische Effekte: Die Kon-
taktnormalenkraft steht normal auf der Kontaktflache und verhindert die Durchdringung
der Kérper. Im Gegensatz dazu wirken Reibungskrafte entlang der Kontaktflache und
dampfen die relative Geschwindigkeit der Kérper entlang der Kontaktflache. Im Folgen-
den werden zun&chst die Kontaktnormalenzwangsbedingungen behandelt, im nachsten
Unterkapitel die Reibungszwangsbedingungen.

Anders als die bisher behandelten bilateralen Zwangsbedingungen, die z.B. aus
klassischen Gelenken resultieren, sind Kontaktnormalenzwangsbedingungen unilate-
ral. Wahrend in einem Gelenk gefordert wird, dass die relative Geschwindigkeit gleich
Null ist, wird im Kontaktpunkt gefordert, dass sie gré3er oder gleich Null ist: Driften die
Kdrper in einem Kontaktpunkt bereits auseinander, ist die Bedingung des Kontaktes
erfullt. Fr genau diesen Fall ist in Kontakten auf3erdem eine zweite Bedingung notwen-
dig: Der Impuls entlang der Kontaktnormalen muss, wie die relative Geschwindigkeit,
gréBer oder gleich Null sein, wenn man annimmt, dass sie derart orientiert ist, dass ein
negativer Betrag das Zusammenhalten der beiden Kérper durch den Kontakt bedeuten
wirde. Ein Kontakt darf also dricken aber nicht ziehen. AuBBerdem sind diese beiden
Bedingungen zueinander komplementar, was sich in folgender Fallunterscheidung au-
Bert:

1. Die beiden Koérper driften auseinander: In diesem Fall ist die relative Geschwin-
digkeit entlang der Kontaktnormalen gréer Null (v,q > 0), der Normalenimpuls
jedoch gleich Null (A~ = 0).

2. Der Kontakt verhindert die Durchdringung der beiden Korper: In diesem Fall ist die
relative Geschwindigkeit gleich Null (v, = 0), der Normalenimpuls entsprechend
gréBer als Null (A,h > 0).

Diese beiden Félle lassen sich mathematisch fassen, indem man sowohl fir die rela-
tive Geschwindigkeit in Normalenrichtung v, als auch fir den Betrag des Kontaktnor-
malenimpulses A,k fordert, dass sie gréBBer oder gleich Null sind und dass zusatzlich
ihr Produkt gleich Null ist:

Urelzo, )\zo,vrel-)\:() (317)
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Fasst man nun die Kontaktnormalenzwangsbedingungen zusammen in der Jacobi-
matrix der Kontaktnormalenzwangsbedingungen J,,, so erhalt man:

J, - G—b,>0 (3.18)

Hinweis: In einer reinen Nicht-Durchdringungsbedingung gilt fir die rechte Seite b =
0. FOr andere Anwendungsfélle von unilateralen Zwangsbedingungen oder durch die
Fehlerkorrektur (vgl. Kapitel 3.1.5) kann b jedoch auch Werte ungleich Null annehmen.

Die Integration dieser Zwangsbedingungen mit den Bewegungsgleichungen ge-
schieht in Anlehnung an Gleichung 3.15 durch Anwendung auf die Vorschrift flr die
Geschwindigkeiten im nachsten Zeitschritt. Hier missen zusatzlich die Komplementari-
tatsbedingungen berucksichtigt werden:

I,M L IT RN, 1T, (U(t) TM f) by =,
mit den komplementéren Bedingungen (3.19)
@, >0 X, >0, aXx,=0

Anmerkung: Die Komplementaritat der Vektoren X, und @, gilt elementweise. Die
Anwendung des Skalarprodukts in a‘}an = 0 ist nur deshalb gultig, weil fir jedes einzel-
ne Element die Nichtnegativitatsbedingung gilt. Durch die komplementaren Nebenbe-
dingungen erhalt man in Gleichung 3.19 ein Lineares Komplementaritétsproblem (engl.:
Linear Complementary Problem, LCP) [38, 39].

3.1.4. Integration unilateraler Zwangsbedingungen -
Berlicksichtigung Coulombscher Kontaktreibung

In Kapitel 2.5.5 ab Seite 57 wurde bereits die in der Literatur vielfach behandelte Vari-
ante zur Integration von Coulombscher Kontaktreibung sowohl im ,gro3en® wie auch
im ,kleinen® Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz beschrieben. Hierin werden zunéachst
Zwangsbedingungen formuliert, die in ihrer Summe die tangentiale Relativgeschwin-
digkeit in einem Kontakt beschranken. Zusatzliche ,Hilfszwangsbedingungen® sorgen
daflr, dass die dafir aufgebrachten Reibungsimpulse das Coulombsche Gesetz erfll-
len.

Wichtige Eigenschaft dieses Ansatzes ist es, dass er in einem linearen Komplemen-
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taritatsproblem entsprechend seiner klassischen Definition [38] mindet. Die Formulie-
rung besitzt auBBerdem Vorteil, dass das komplexe Problem der Kontaktreibung durch
eine bekannte mathematische Formulierung approximiert werden kann.

Nachteilig wirkt sich aus, dass die Systemmatrix mit einer steigenden Anzahl an Kon-
takten sehr schnell sehr grof3 wird: Bei einer Approximation mit vier Basisvektoren (Ap-
proximation des Reibungskonus durch eine Pyramide mit quadratischer Grundflache)
erfordert jeder Kontakt insgesamt bereits 6 Zwangsbedingungen (1x Kontaktnormalen-,
4x Reibungs- und 1x Hilfszwangsbedingung), bei 6 Basisvektoren 8 Zwangsbedingun-
gen usw.. GréBere Systeme kdnnen auch mit ausgekligelten Algorithmen nicht mehr
echtzeitfahig geldst werden. Aus diesem Grund und weil sich hieraus eine auf3erst flexi-
ble Formulierung fUr ein breites Anwendungsspektrum ergibt, wird in dieser Arbeit eine
alternative Formulierung gewahlt. Sie fUhrt zu einer deutlich kleineren Systemmatrix
und damit zu glnstigerem Laufzeitverhalten. Erkauft wird dies durch einen gréBeren
Fehler in der Approximation des Coulombschen Modells. Da im Rahmen der geplan-
ten Anwendungen des Systems die besonders exakte Simulation von Coulombscher
Reibung in Starrkérperkontakten jedoch nur eine untergeordnete Rolle spielt, soll die-
se Tatsache vernachlassigt werden. Fur realitdtsnahe Kontaktsituationen, z.B. in der
Anwendung ,Virtuelles Testbed fir Laufroboter aus Kapitel 6.4, sollen ohnehin exter-
ne Kontaktmodelle in die Mehrkérpersimulation integriert werden, da das Modell des
Starrkérperkontakts nur flir wenige Anwendungen von Kontaktsimulation eine geeig-
nete Approximation der Realitat darstellt. Fir solche Simulationen, in denen die Kon-
taktsimulation eher Beiwerk der eigentlichen Anwendung ist, reicht die hier eingesetzte
Approximation des Coulombschen Modells véllig aus.

Anstatt stets paarweise unilaterale Zwangsbedingungen in 2n jeweils entgegenge-
setzten Richtungen zu formulieren, werden bilaterale Zwangsbedingungen in n Richtun-
gen formuliert. Abbildung 3.1 verdeutlicht die Idee. Entsprechend missen die Lagrange-
Multiplikatoren anders eingeschrankt werden als in der klassischen Komplementaritats-
formulierung:

» Anstelle der Nichtnegativitatsbedingung der Lagrange-Multiplikatoren, die die
GréBe des Reibungsimpulses angeben, tritt eine Einschrankung durch einen obe-
ren und einen unteren Grenzwert Ayign i, Aiow,i» die beide unabhéngig voneinander
gewahlt werden kdénnen.

» Anstelle der Elemente des Vektors @ mit den flr sie geltenden Nichtnegativitats-
bedingungen und der Komplementaritat von @ und X tritt die Schlupfvariable @ mit
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Abbildung 3.1.: Der diskretisierte Reibungskonus zur Formulierung linearer Reibungs-
zwangsbedingungen in der bilateralen Auspragung

einem Gultigkeitsbereich in Abhangigkeit vom Lagrange-Multiplikator.

Weiterhin wird auf die Formulierung der Hilfs-Zwangsbedingungen aus Gleichung
2.48, Seite 63 zur expliziten Beschrankung der maximalen Reibungskrafte ganzlich
verzichtet. Die Einhaltung dieser Bedingungen muss stattdessen wahrend der nume-
rischen Losung des Problems sichergestellt werden. Details hierzu werden in Kapitel
3.5 présentiert.

FOhrt man die Jacobimatrizen der Kontaktnormalen- und der Kontaktreibungs-
zwangsbedingungen zeilenweise zusammen, wendet sie nach bekanntem Muster auf
die Geschwindigkeiten fir den nachsten Zeitschritt an und berlcksichtigt vorgenannte
Bedingungen, erhalt man die folgende Formulierung:

J M3 T I M 1IN (RN, J.\ 1o o
17 T -1 fT Y + [v_'—M 1fh]
JM-13. T JM1J; hXs J;

b, W,
(i) (2)
d d (3.20)

Gesucht werden Tupel (\;, w;), far die gilt:

Ai = Now,i —w; >0
(i, wy) Ai = Ahigh,is —w; <0
Alow,i < Ai < Anighyis, — w; =0

Der offensichtliche Vorteil gegentber der klassischen Variante zur Berlcksichtigung
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von Kontaktreibungskraften ist die deutlich kleinere Systemmatrix A. Bei einer Approxi-
mation des Reibungskonus durch eine Pyramide mit quadratischer Grundflache werden
in der klassischen Variante insgesamt sechs Zwangsbedingungen formuliert, in dieser
Formulierung sind es derer nur drei (1x Kontaktnormale, 2x Reibung). Doch ergeben
sich auch Nachteile:

 Diese Formulierung ist kein LCP im Sinne seiner klassischen Definition [38] mehr.
Bestehende Theorie und Lésungsverfahren hierzu kédnnen daher nicht oder zu-
mindest nicht ohne Anpassungen angewandt werden.

» Die Grenzwerte fir die Lagrange-Multiplikatoren der Reibungszwangsbedin-
gungen sind abhangig von den Lagrange-Multiplikatoren der Kontaktnormalen-
zwangsbedingungen und kdnnen daher nicht im Vorhinein festgelegt werden. Die-
ser Zusammenhang wird hier nicht berlcksichtigt und muss entsprechend durch
einen Lésungsalgorithmus hergestellt werden.

Neben einem gunstigeren Laufzeitverhalten bedingt durch die kleinere Systemmatrix
hat diese Formulierung noch einen erheblichen Vorteil: Die flexible Wahl der Grenz-
werte der Lagrange-Multiplikatoren (Ajow i, Anign,i) €rlaubt die Formulierung von Zwangs-
bedingungen flr eine Vielzahl praktischer Anwendungen. So lassen sich z.B. Motoren
mit begrenztem Drehmoment in Form geschwindigkeitsbezogener Zwangsbedingun-
gen modellieren. Im Gegensatz zur Modellierung eines Motors durch Aufbringen eines
externen Drehmoments (als Teil der Vektoren f bzw. 7 in den Bewegungsgleichungen
3.9), erlaubt dieses Verfahren erheblich gréBere Zeitschrittweiten und eignet sich daher
besonders fur realzeitorientierte, interaktive Anwendungen.

Die gleichzeitige Berlcksichtigung von uni- und bilateralen Zwangsbedingungen
ist ebenfalls moglich. Tatsachlich entscheidet lediglich die Wahl der Grenzwerte der
Lagrange-Multiplikatoren dartber, ob eine Zwangsbedingung uni- oder bilateral ist. Da-
her wird bei der mathematischen Formulierung auch nicht langer zwischen uni- und
bilateralen Zwangsbedingungen unterschieden, wie es in den klassischen Varianten
Ublich ist. Sie werden jetzt in der Jacobimatrix der Nicht-Reibungszwangsbedingungen
J,r zusammengefasst. Lediglich die Reibungszwangsbedingungen J,; missen explizit
deklariert sein, da die Grenzwerte ihrer Lagrange-Multiplikatoren von den Lagrange-
Multiplikatoren der zugehdrigen Kontaktnormalenzwangsbedingungen abhangig sind.
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Abbildung 3.2.: Darstellung des Zusammenhangs von Schlupfvariable w und gul-
tigem Wertebereich des zugehdrigen Zwangsimpulses X\ einer
Zwangsbedingung.

Die resultierende vereinfachte Formulierung hat die Form:
T M- IT 3, MITN (hX, J, .
JfMilJz:f JfMilJ? h)\f Jf

N
! o (3.21)

Gesucht werden Tupel (\;, w;), fur die gilt:

S

Ai = Now,is —w; >0
(A wy) Ai = Ahigh,is “w; <0
Aow,i < Ai < Anighi, > w; =0

Die Werte der Schlupfvariablen w; reprasentieren die Abweichungen der relativen
Geschwindigkeit im Sinn einer Zwangsbedingung vom entsprechenden Sollwert. Hat
der Lagrange-Multiplikator einer Zwangsbedingung einen seiner Grenzwerte erreicht,
darf die Abweichung vom Sollwert gréBer oder kleiner Null werden. Dieser Zusammen-
hang ist analog zur Komplementaritat in der klassischen Variante.

Am Beispiel Kontaktnormale heif3t das: Der Sollwert der Relativgeschwindigkeit ent-
lang der Kontaktnormalen ist gleich Null. Der untere Grenzwert )\, einer Kontaktnor-
malenzwangsbedingung ist ebenfalls gleich Null, der obere unendlich. Ein Kontakt darf
beliebig stark ,dricken®, jedoch nicht ,ziehen®. Driften zwei Kérper im Kontakt i ausein-
ander, d.h. w; > 0, nimmt der Kontaktnormalenimpuls den Wert Null an: Der Kontakt hat
keinen Einfluss. Verhindert der Kontakt die Durchdringung, bewegen sich die Kérper im
Kontaktpunkt nicht aufeinander zu (w; = 0) und der Kontaktnormalenimpuls wird echt
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gréBer als Null (A; > 0).

Am Beispiel einer Motorzwangsbedingung bedeutet das: Ein zu modellierender Mo-
tor habe ein maximales Drehmoment von 7,,, und ein minimales Drehmoment von 0. Der
obere Grenzwert des Lagrange-Multiplikators ist entsprechend: Ayig1, = k- 7,,,, der untere
entsprechend A\, = h - 0 = 0. Die Grenzwerte entsprechen dem maximalen bzw. mini-
malen Drehimpuls, den der Motor Uber einen Zeitschritt hinweg aufbringen kann unter
der Annahme, dass er sein maximales und minimales Drehmoment Gber einen ganzen
Zeitschritt hinweg aufrechterhalten kann. Eine geschwindigkeitsbezogene Zwangsbe-
dingung fordert fur die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen den Gber den Motor
verbundenen Kaérpern einen Wert b; s, von z.B. 3 [rad/s]. FUhrt die gegenwartige Kon-
figuration des Mehrkdrpersystems dazu, dass die geforderte Sollgeschwindigkeit auf-
grund eines zu groBen Lastmoments nicht erreicht werden kann und somit unterschrit-
ten wird (= w; < 0), so erbringt der Motor im selben Zeitschritt den maximal mdglichen
Drehimpuls, d.h. er versucht, die Relativgeschwindigkeit weiter zu beschleunigen, um
die Zwangsbedingung zu erflllen. Abbildung 3.2 verdeutlicht den Zusammenhang gra-
fisch.

Wird die Sollgeschwindigkeit hingegen sogar Uberschritten (= w; > 0), z.B. bei einer
Bergabfahrt eines PKW, wird der Motor im selben Zeitschritt den minimalen Drehimpuls,
also )\, = 0 aufbringen. Der Motor im Beispiel kann damit nicht verzégernd, sondern
ausschlie3lich beschleunigend wirken.

Beide Beispiele geben bereits einen guten Eindruck davon, wie vielseitig praxisrele-
vante Zwangsbedingungen in dieser Variante formuliert werden kénnen. Die Kapitel 3.2,
3.3 und 3.4 beschreiben detailliert, wie geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingun-
gen fUr eine Vielzahl praxisrelevanter Anwendungen fir die vereinfachte Formulierung
aus Gleichung 3.21 aufzustellen sind.

3.1.5. Stabilisierung von Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen, die durch klassische Gelenke aber auch durch Kontakte im-
pliziert werden, sind naturgemaf positions- bzw. orientierungsbezogen. Das bedeu-
tet, sie stellen Bedingungen fir die Relationen zwischen den Positionen und Orien-
tierungen der beteiligten Kérper auf. Die impulsbasierte Formulierung mit Lagrange-
Multiplikatoren kann jedoch nur geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen be-
ricksichtigen. Zwar ist es moglich, flr jede prinzipiell positionsbezogene Zwangsbe-
dingung eine entsprechende geschwindigkeitsbezogene zu finden, die das gleiche Ver-
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halten hervorruft. Treten jedoch kleine Fehler bei der Einhaltung geschwindigkeitsbezo-
gener Zwangsbedingungen auf, wachst mit fortschreitender Zeit der Fehler in der ent-
sprechenden positionsbezogenen Zwangsbedingung unbegrenzt an. Am Beispiel eines
Gelenks erkennt man, dass die verbundenen Kdrper mit der Zeit immer weiter ausein-
anderdriften, obwohl die geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingung in jedem Schritt
nur minimal verletzt wird.

Um dies auszugleichen, ist eine Fehlerkorrektur notwendig. Ein besonders einfaches
und gleichzeitig effizientes Verfahren ist die Stabilisierung von Zwangsbedingungen
oder Constraintstabilisierung nach Baumgarte [16]. Die Idee: Die relative Sollgeschwin-
digkeit der Zwangsbedingung (ihre rechte Seite) wird um einen additiven Wert erganzt,
der den bestehenden positionsbezogenen Fehler Gber die ndchsten Simulationsschritte
hinweg ausgleicht. |hr Betrag wird proportional zur GréBe des Fehlers angesetzt. Als
Proportionalitatskonstante k., wird typischerweise ein Wert zwischen 0,1 und 1,0 ge-
wahlt. Ein Wert von 1,0 bedeutet, die korrigierende Relativgeschwindigkeit ist genau
so grof3, dass der bestehende Fehler in einem einzigen Zeitschritt vollstandig ausge-
glichen wird. Sei also e der positionsbezogene Fehler einer Zwangsbedingung und A
die Zeitschrittweite, dann hat der Fehlerkorrekturterm b....., der die Dimension einer
Relativgeschwindigkeit hat, die Form:

€
berror - ker : E (322)
Die Werte fiir die Stabilisierung werden einfach auf die Sollwerte & der geschwindig-

keitsbezogenen Zwangsbedingung aufaddiert:
JT = b+ begror (3.23)

Die Wahl eines geeigneten Wertes fir k., wird gemeinhin als besondere Schwéache
dieses Verfahrens angefiihrt. Richtig ist: Ein zu groBer Wert filhrt zu Uberschwingen,
der Fehler lauft nicht gegen Null, sondern pendelt zwischen Werten gré3er und kleiner
als Null. Gelenke scheinen hin und her zu federn. Bei einem zu kleinen Wert hinge-
gen wird der Fehler nur sehr langsam und in zu geringem MaBe korrigiert, Gelenke
sehen ,wabbelig“ aus. Die Erfahrung mit vielen unterschiedlichen Anwendungen hat je-
doch gezeigt, dass nur zwei RichtgréBen fur fast alle kombinierten Anwendungen mit
Kontakten und Gelenken sehr gute Ergebnisse liefern: k.. = 0, 15 flr Kontaktnormalen-
zwangsbedingungen und k., = 0,5 fUr alle anderen.

88



3.2. Geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen fiir klassische Gelenke

3.2. Geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen
far klassische Gelenke

Bei der Formulierung von Zwangsbedingungen gibt es groBe Uberschneidungen, z.B.
zwischen den unterschiedlichen Gelenktypen. Daher werden zunachst einige gemein-
same Notationen fir die nachfolgenden Abschnitte festgelegt, mit deren Hilfe die ein-
zelnen Zwangsbedingungen kompakt und tbersichtlich formuliert werden kénnen.

3.2.1. Bestimmung von Position und Orientierung von Gelenken
zur Simulationslaufzeit

Bei den klassischen Gelenktypen ist es haufig erforderlich, dem Gelenk eine eigene Po-
sition und Orientierung zuzuordnen. Erst hierdurch wird es méglich, die relativen Bewe-
gungen der verbundenen Kérper im Sinne der Ausrichtung des Gelenks einzuschran-
ken. Man spricht vom Gelenkkoordinatensystem. Initial, also zu Beginn der Simulation,
ist es durch die Modellierung bestimmt, es ergibt sich aus den Achsen des Gelenks.
Sei dieses initiale Koordinatensystem gegeben durch die homogene Transformation
T;” € R** in Weltkoordinaten. Um die Lage der Gelenkachsen zu einem beliebigen
Zeitpunkt der Simulation bestimmen zu kénnen, werden zunéachst die Lagen des initia-
len Gelenkkoordinatensystems in den initialen Kdrperkoordinatensystemen T, T,
bestimmt:

K1 _ mw —1 w
Tiﬁ N val_l ' ij (3.24)
Tg = Ty ~Tg

Die Transformationen T/ und T/* sind konstant wahrend der gesamten Simula-
tionslaufzeit. Seien T}V, (¢), TW,(t) € R*** die Koordinatensysteme der verbundenen
Kérper in Form homogener Transformationen im Verlauf der Simulation, dann ergeben
sich die zwei Lagen des Gelenks in Weltkoordinaten zur Laufzeit aus:

T = T (1) T .
TR ) = TH() - T

Die beiden Positionen des Gelenks, d.h. die Urspriinge ihrer Koordinatensysteme,
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entsprechen den Ankerpunkten des Gelenks. Hier greifen die Zwangskrafte bzw. -
impulse des Gelenks an den verbundenen Kérpern an. Die beiden Rotationen des
Gelenks, mathematisch gesehen also die oberen linken 3 x 3-Matrizen von T} *“*/*(¢):
Rgv’Kl/Q(t), dienen der Bestimmung der Orientierung und damit der Gelenkachsen zur
Laufzeit der Simulation. Wie die jeweiligen Achsen aus diesen beiden Rotationen be-

stimmt werden, hangt vom einzelnen Gelenktyp ab.

3.2.2. Einheitliche Schreibweise fir Zwangsbedingungen

Geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen sollen in der Form J - ¢ = b,J €
R™X6n 7 ¢ RO p € R™ zusammengefasst werden. Bestehen zwischen zwei Kdrpern
1,j keine Zwangsbedingungen, so bestehen zwischen ihnen sechs relative Freiheits-
grade. Eine starre (engl.: rigid) Verbindung zwischen zwei Kérpern bedeutet, dass alle
sechs relativen Freiheitsgrade, drei translatorische und drei rotatorische, entfernt wer-
den. Auf der Ebene der Geschwindigkeiten miissen entsprechend lineare und rotato-
rische Geschwindigkeiten beider Kérper identisch bzw. ihre Differenz gleich Null sein:

0
B (3.26)
h

Nehmen wir an, das Mehrkdrpersystem bestehe nur aus den beiden Kérpern i und 7,
so wirden diese Zwangsbedingungen wie folgt in der geforderten Matrix-Vektor-Form
formuliert:

100000 -1 0 0 0 0 O
0100000 -1 0 0 0 0 7
001000 0 0 -1 0 0 n 5 §-§ @2
000100 0 O -1 0 0 v
000010 0 O ~1 0 @
000001 0 0 0o -1 /)
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Zur besseren Ubersicht werden die Eintrdge der Jacobimatrix im Folgenden wie folgt
auf sogenannte Teil-Jacobimatrizen aufgeteilt:

Jrii ra,i Jrii ra,j
J:( gidtrar rigidst ’J> (3.28)

Jrigid,rot,i Jrigid,rot,j

Die Teil-dJacobimatrizen J,iga.. (translatorisch) und J,iiq .o (rotatorisch) besitzen je
sechs Spalten und drei Zeilen, entsprechend der Anzahl der translatorischen und rota-
torischen Freiheitsgrade, die beschrankt werden sollen. Fir andere Gelenkverbindun-
gen, die nicht alle sechs Freiheitsgrade beschranken, haben die Teil-Jacobimatrizen
entsprechend auch weniger als drei Zeilen.

Die Einteilung in rotatorische und translatorische Zwangsbedingung bezieht sich im-
mer auf das Gelenkkoordinatensystem. Da dieses i.A. nicht mit den Schwerpunkten
der Kérper zusammenfallt, betreffen die meisten translatorischen Zwangsbedingungen
auch die rotatorischen Geschwindigkeiten der betroffenen Kérper. Eine Ausnahme stellt
auBerdem die Schraubverbindung aus Abschnitt 3.4.1 dar, da sie nur einen ,kombinier-
ten“ Freiheitsgrad zwischen den Koérpern Ubrig l1asst.

Im Beispiel der starren Verbindung besitzen alle vier Teilmatrizen je drei Zeilen. Die
gesamte Jacobimatrix wird analog aus solchen Teilmatrizen zusammengesetzt. Beste-
he das Mehrkdrpersystem aus den drei Kérpern 4, j und £ und seien je i und j sowie ¢
und £ starr miteinander verbunden, so hatte die Jacobimatrix entsprechend die Form:

Jrigid,tra,i Jrigid,tra,j 0
Jri id,rot,i Jri id,rot,j 0

J — g1id, ) g1d, 5] (3.29)
Jrigid7tra,i 0 Jrigid,tra,k

Jrigid,rot,i 0 Jrigid,rot,k

Aufbauend auf dieser Art der Beschreibung werden im nachsten Kapitel die Teil-Ja-
cobimatrizen flr alle praxisrelevanten Gelenktypen formuliert. Zur vollstandigen For-
mulierung einer Zwangsbedingung im Sinne von Gleichung 3.21 gehdren auBBerdem
ein Sollwert fir die rechte Seite (b) sowie Grenzwerte fur die Lagrange-Multiplikatoren
(Mlows Anign)- In der Mehrheit der Falle dirfen Zwangsimpulse ,unendlich stark® sein, d.h.
far ihnre Grenzwerte gilt: A,y = —00, Anigh = 00. In diesem Fall werden sie nicht explizit
angegeben. Fir die eingeschrankten Freiheitsgrade an einem Gelenk gilt gerade, dass
keine relative Geschwindigkeit auftritt. Soweit nicht anders angegeben, gilt daher fur die
rechte Seite einer Zwangsbedingung: b = 0.
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3.2.3. Das Kugelgelenk

Den Anfang macht das Kugelgelenk, denn es stellt die Basis fiir die Realisierung wei-
terer Gelenke dar. Abbildung 3.3 zeigt ein 3D-Modell eines Kugelgelenks sowie einen
2D-Schnitt durch das Modell. Das Kugelgelenk (engl.: Ball-In-Socket) beschréankt drei
der drei méglichen translatorischen Freiheitsgrade der Relativbewegung zweier Korper.
Alle rotatorischen Freiheitsgrade bleiben unbeschrankt, entsprechend werden keine ro-
tatorischen Teil-Jacobimatrizen benétigt.

Abbildung 3.3.: Links: 3D-Modell eines Kugelgelenks. Rechts: 2D-Abbildung des Kugel-
gelenks.

Geht man von einem gultigen Ausgangszustand aus, wird das Kugelgelenk auf der
Ebene von Geschwindigkeiten dadurch realisiert, dass die linearen Geschwindigkeiten
der Ankerpunkte ; und p; gleich sind. Abbildung 3.3 verdeutlicht die Zusammenhange:
Seien v;, u;, v;, W; die Schwerpunkts- und die Winkelgeschwindigkeiten in Weltkoordina-
ten der Kérper i und j und 773, 7; die Vektoren von den Schwerpunkten der Kérper zum
jeweiligen Ankerpunkt, dann I&sst sich dies formulieren als:

Bi—f;=b5=0
S A G X T =T —@; X T =b (3.30)
=S =X G =T+ 7 XD, =b
Auf dem Weg zur einheitlichen Matrix-Vektor-Formulierung in der geforderten Form

Jkugel - U = b werden noch die Einheitsmatrix E und anstelle der Kreuzprodukte gleich-
wertige Kreuzproduktmatrizen (siehe Anhang A.3) eingefligt:

=E 61 & -E-§+r;-0;=0b (3.31)
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Die Teil-dacobimatrizen erhalten dann die Form:

1 00 0 7”1'73 —7’1'72
Jkugel,tra,i =101 0 —Ti3 0 Ti1 )
0 0 1 T2 —Ti1 0

(3.32)
—1 0 0 0 —T’j73 7"]'72

Jkugel,tra,j = 0 -1 0 753 0 —Tj1
0 0 —1 —T’j72 Tj,l 0

Stabilisierung

Die Ankerpunkte des Gelenks entsprechen den Urspriingen der beiden Gelenkkoordi-
natensysteme T,"*:(t) und T, ™ (¢). Liegt kein Fehler vor, sind beide Positionen iden-
tisch. Ist ein Fehler vorhanden, so entspricht er in der positionsbezogenen Zwangsbe-
dingung der Abweichung zwischen beiden Ankerpunktpositionen :

&= — ;= TV (1) (o 0 o)T — TV (g - (o 0 O)T (3.33)

Entsprechend der Idee der Stabilisierung wird die Zwangsbedingung derart ange-
passt, dass sie eine Relativgeschwindigkeit proportional zum entstandenen Fehler er-
zwingt, die diesen wieder korrigiert. Die Richtung der Korrekturgeschwindigkeit ent-
spricht der Richtung des Fehlers, ihr Betrag ist proportional dazu:

berror,kugel = ker :

(3.34)
= ker :

=

3.2.4. Das Drehgelenk

Abbildung 3.4 zeigt ein 3D-Modell eines Drehgelenks. Das Drehgelenk entfernt flinf
der sechs relativen Freiheitsgrade zwischen zwei Kérpern: Wie beim Kugelgelenk wer-
den alle drei translatorischen Freiheitsgrade entfernt, zusatzlich noch zwei der drei
rotatorischen. Die Analogie zum Kugelgelenk flihrt dazu, dass die rotatorischen Teil-
Jacobimatrizen mit denen des Kugelgelenks Ubereinstimmen:

Jdreh,tra = Jkugel,tra (335)
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Abbildung 3.4.: 3D-Modell eines rotatorischen oder Dreh-Gelenks

Zusatzlich missen zwei der drei rotatorischen Freiheitsgrade beschrankt werden. Sei
R}’ (t) die Rotation des Gelenks zum Zeitpunkt ¢. Sei weiterhin 0.B.d.A. die z-Achse des
Gelenkkoordinatensystems seine Drehachse, d.h. alle relativen Bewegungen im Gelenk
entlang seiner x- und y-Achse sollen unterbunden werden. Dann missen zunachst die
Koordinatenachsen des Gelenks in Weltkoordinaten 7, i bestimmt werden:

T

F=RY(®)-(1 0 0>T, j=RY(®)-(0 1 0) (3.36)

Die Drehgeschwindigkeit ist in jedem Punkt eines Starrkérpers gleich. Der Anteil
der Winkelgeschwindigkeit &; von Korper i in Richtung einer gegebenen Drehachse
7, || = 1 ergibt sich daher direkt aus der Projektion des Drehgeschwindigkeitsvektors
auf den Achsenvektor: 7-&;. Die Formulierung der Zwangsbedingung fur die rotatorische
Geschwindigkeit ist daher recht einfach:

T-w,—7-w; =0
oL L (3.37)
y-wi—y-w; =0
Die rotatorischen Teil-Jacobimatrizen haben folglich die Form:
0 0 0 ¢y w9 x3
Jdreh,rot,i = 00 0 y y y
b (3.38)
0 00 —xy —29 —1x3
Jdreh,rot,j -
000 —y1 —y2 —us
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Stabilisierung

Der Stabilisierungsterm setzt sich - analog zur Jacobimatrix - aus den drei Komponen-
ten fr die translatorischen Zwangsbedingungen und zwei weiteren fir die rotatorischen
Zwangsbedingungen zusammen. Die Bestimmung der Fehlerterme fUr die translatori-
schen Zwangsbedingungen verlauft wie beim Kugelgelenk.

— —

berror,dreh,trans = berror,kugel (339)

Zur Korrektur des rotatorischen Fehlers kann man die folgende Uberlegung anstel-
T

len: Sei z; die Drehachse des Gelenks von Koérper i aus: z; = RgVK . (0 0 1) . Sei
weiterhin Z; analog dazu die Drehachse des Gelenks von Koérper j aus. Sind beide
Achsen identisch, liegt kein Fehler vor. Angenommen, es liegt eine Verdrehung beider
Achsen um den Winkel ¢ vor. Zur Korrektur missen die Achsen um ¢ Radiant entlang
der Achse z; x z; verdreht werden. Die Richtung einer relativen Korrekturgeschwindig-
keit wy,, entspricht dem Vektor % ihr Betrag muss proportional zum Fehler € sein.
Die Korrektur der Abweichung zwischen den beiden z-Achsen wird durch Verdrehungen
entlang der x- und y-Achsen des Gelenks erreicht, die jeweiligen Anteile der Korrektur-
geschwindigkeit erhalt man durch Projektion auf diese Achsen. Demnach erhélt der

Korrekturterm die Form:

Ko € ”’ffk L ‘f'(f"“}) (3.40)
7+ Gror h 120 < Zil \ 7+ (Z x Z))

Die Vektoren z; und Z; sind Einheitsvektoren, daher gilt:

SRS

berror,dreh,rot =

|Z; x Z;| = sin(e) (3.41)

Flr kleine e kann auBBerdem sin(e) ~ ¢ angenommen werden. Somit ergibt sich der
rotatorische Stabilisierungsterm des Drehgelenks zu:

- 1 T . _; 5.
berror,dreh,rot = Eker <i (i . ij>> (342)
g (% x
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3.2.5. Das Kardan- oder Kreuzgelenk

Abbildung 3.5 zeigt ein Modell eines Kardangelenks (engl.: Universal Joint). Das Kar-
dangelenk kann eine Drehachse mit Kraftlbertragung um einen Winkel knicken. Es be-
steht im Prinzip aus zwei fest verbundenen orthogonalen Drehachsen, von denen eine
Achse konstante Orientierung zu Koérper i, die andere konstante Orientierung zu Kor-
per j besitzt. Die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen den Kérpern wird entlang
einer dritten Achse eingeschrankt, die senkrecht auf den beiden Drehachsen steht.
Entsprechend seiner Mechanik kann das Kardangelenk durch zwei Drehgelenke und
einen dritten ,Hilfskérper® aufgebaut werden. Sind die internen Vorgange im Kardan
von untergeordneter Bedeutung, ist eine Realisierung durch zwei Drehgelenke jedoch
ineffizient: Das Kardangelenk als Ganzes entfernt nur vier Freiheitsgrade zwischen den
verbundenen (in der Abbildung 3.5 blau dargestellten) Kérpern und impliziert entspre-
chend vier Zeilen in der Jacobimatrix. Ein Drehgelenk hingegen entfernt funf Freiheits-
grade, zwei entsprechend zehn. Durch ein explizites Kardangelenk kann die Anzahl der
zu beriicksichtigenden Zwangsbedingungen also klein gehalten werden.

Abbildung 3.5.: 3D-Modell eines Kardan- oder Kreuzgelenks

Far die translatorischen Zwangsbedingungen gilt wiederum, dass sie denen des Ku-
gelgelenks entsprechen. Fir die translatorische Teil-dJacobimatrix gilt daher:

Jkardan,tra = Jkugel,tra (343)

Zusatzlich muss die relative Drehbewegung um die dritte, ,fixe“ Achse eingeschrankt
werden. Die Bestimmung der fixen Achse des Kardans birgt eine Besonderheit: Sie ist in
keinem der beiden Gelenkkoordinatensysteme konstant, sondern variiert in beiden zur
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Simulationslaufzeit. Mit den oben eingeflihrten Rotationen der Gelenkkoordinatensyste-
me werden zunachst die beiden Drehachsen des Kardan #, i/ bestimmt. Dabei wird eine
Achse (7) entsprechend ihrer relativen Lage zu Kérper i, die andere () entsprechend
ihrer relativen Lage zu Korper j bestimmt:

Iﬁ“K%ﬂ-(l 0 0>T

g

81
I

(3.44)

<y
Il

RWW@y(o1 @T

g

Die dritte und fixe Achse des Gelenks Zz;, ergibt sich aus dem Kreuzprodukt von 7
und ¥

T = T X (3.45)

Die relative Winkelgeschwindigkeit entlang der fixen Achse ergibt sich aus der Pro-
jektion der relativen Winkelgeschwindigkeiten der Kérper i, j auf diese Achse. Die rota-
torische Zwangsbedingung lautet also:

2ﬁx . (CUZ — (IJ}) - O

(3.46)

= Zﬁxwfﬁi—fﬁxwf}j =0
Die Teil-Jacobimatrizen des rotatorischen Teils des Kardan haben folglich die Form:

Jkardan,rot,i: (0 00 Aixg  Afixe Zﬁx3) (3 47)

Jkardan,rot,j = <0 0 0 —Zfix; Afixy _ZﬁX3>

Stabilisierung

Der Term zur Stabilisierung der translatorischen Zwangsbedingungen ist der gleiche
wie beim Dreh- und Kugelgelenk:

— —

berror,kardan,tra = berror,kugel,tra (3 48)

Der Fehler im Sinne der rotatorischen Zwangsbedingung lasst sich am Skalarprodukt
der beiden Drehachsen ablesen. Liegt kein Fehler vor, muss das Skalarprodukt, also die
Projektion der Achse ¢ auf die Achse Z, gleich Null sein. Liegt ein rotatorischer Fehler
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um e Radiant vor, auBBert sich das in diesem Skalarprodukt:
sin(e) =2 - ¢ (3.49)

Ein rotatorischer Fehler um ¢ Radiant wird also durch eine relative Geschwindigkeit um
die fixe Achse z;, mit dem Betrag arcsin (7 - i) in einem Zeitschritt korrigiert. FUr den
rotatorischen Stabilisierungsterm gilt damit:

1
berror,kardan,rot = 5 ' ker arcsin (f : ?j) (350)

Fur einen kleinen anzunehmenden Fehlerbetrag darf wiederum arcsin(x) ~  angenom-
men werden:

1 Lo
berror,kardan,rot = 5 ' ker ($ : y) (351)

3.2.6. Das Lineargelenk

Das Lineargelenk (vgl. Abbildung 3.6) entfernt alle rotatorischen und zwei translato-
rische Freiheitsgrade zwischen zwei Koérpern. Alle Achsen des Gelenks in Form der
Basisvektoren seines Koordinatensystems T}"; ...(t) lassen sich wie beim Drehgelenk

direkt aus seiner relativen Transformation zu einem der verbundenen Korper ableiten.
Sei 0.B.d.A die z-Achse des Gelenks seine bewegliche Achse.

Da die Winkelgeschwindigkeit an jedem Punkt eines Starrkdrpers gleich ist, ist die
Formulierung der rotatorischen Zwangsbedingungen sehr einfach: Die relative Winkel-
geschwindigkeit der Kérper soll entlang jeder der drei Basisvektoren des Gelenks gleich
Null sein.

T, —2-J;=0
y-ui—y-w; =0 (3.52)
70, —Z-d;=0
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Abbildung 3.6.: 3D-Modell eines Lineargelenks

Hieraus lassen sich direkt die rotatorischen Teil-Jacobimatrizen ablesen:

0 00 29 29 w3
Jlinearroti = |0 0 0 y1 2 3
0 0 0 2z 2 2z (3.53)
000 —2 —x2 —u3
Jlinearrot; = |0 0 0 —y1 —y2 —ys3
0 00 —2 —z —2z3

Anmerkung: Wenn das Gelenk, wie oben beschrieben, drei rotatorische Freiheits-
grade einschrankt, kénnen statt der Basisvektoren des Gelenks auch die Basisvektoren
des Weltkoordinatensystems verwendet werden. In obiger Notation waren die Eintra-
ge x1,y» und z3 gleich Eins, alle anderen Eintrage gleich Null. Nutzt man jedoch die
Basisvektoren des Gelenkkoordinatensystems, kann man durch Aussparung z.B. der
dritten Zeile in Jynear ot ZUs@tzlich einen rotatorischen Freiheitsgrad freigeben. Vergli-
chen mit Abbildung 3.6 entspricht dies einem kreisrunden anstatt des quadratischen
Querschnitts der Gelenkschiene. Ein solches Gelenk bildet am besten einen Hydraulik-
zylinder mit kreisrundem Querschnitt ab.

Die relative translatorische Geschwindigkeit der Ankerpunkte muss in zwei der drei
Basisrichtungen des Gelenks beschrankt werden. Seien Z, ¢ die zwei orthogonalen
Richtungen des Gelenks, in denen keine relative translatorische Bewegung méglich
ist. Seien wiederum 7;, 7; die Vektoren vom jeweiligen Schwerpunkt von Korper i bzw.
j zum Ankerpunkt. Dann ergibt sich die relative, translatorische Geschwindigkeit in der
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Kapitel 3. Inverse Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren

eingeschrankten Richtung ' wie folgt:
=T U, —C-U;+2-J; X7 —Z-dJ xr; =0 (3.54)

Fir die zweite Richtung verlauft die Herleitung analog. Die Eintrdge in den Teil-
Jacobimatrizen sind demnach:

J (-[El —T9 —I3 (f X T_’;)l (f X T_’;)Q (Zf X 7:;)3
linear,tra,i — N N R R - N
—y1 —ye —ys (Wx7Ti) (Fx7)2 (Y X7i)s
Y A S (3.55)
1 To I3 —(JI X Tj)l —(ZE X T’j)g —( X T‘j)g
Jlinear,tra,j - 5 N N R N R
i Y2 ys —(Ux T —(FxXT)2 —(§Xx7))s

Stabilisierung

Der translatorische Fehler entspricht, wie schon beim Kugelgelenk, der Abweichung
zwischen den Ankerpunkten des Gelenks, wenn man ihn einmal von Kérper i und ein-
mal von Kérper j aus bestimmt.

™y

—1i (000 0) T (0 0 o) (3.56)

g

Da das Lineargelenk die translatorische Geschwindigkeit jedoch in nur zwei Richtungen
einschrankt, die i.A. nicht zwei Basisvektoren des Weltkoordinatensystem entsprechen,
muss dieser Fehler ¢ noch in das Koordinatensystem des Gelenks transformiert werden.
Dies geschieht am einfachsten durch die Projektion des Fehlers auf die Basisachsen
des Gelenkkoordinatensystems Z, :

k:( ) (3.57)

Ein rotatorischer Fehler auBert sich in einer Abweichung zwischen den Orientierun-
gen des Gelenks, wenn sie einmal aus seiner relativen Lage zu Kérper i und einmal
aus seiner relativen Lage zu Kérper j bestimmt wird. Dies entspricht einer Differenz
zwischen R} und R, ™. Seien diese Rotationen reprasentiert durch die Rotations-
quaternione (siehe Anhang A.5) ¢; und ¢;, dann entspricht das ,Fehlerquaternion® der

—

81
Loy

berror,linear,tra =

S| =
<y
™
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Rotation von ¢; ,aus Sicht von® g;: Geror = qjl - ¢;. Das Rotationsquaternion setzt sich
wie folgt zusammen:

Gerror = (cos (%) , Usin (%)) (3.58)
Der Vektor v ist der normierte Drehvektor, entlang dessen ein rotatorischer Fehler vor-
liegt, ¢ der Betrag der Verdrehung. Eine korrigierende relative Geschwindigkeit muss
genau entlang dieses Vektors verlaufen. Da wegen des anzunehmenden kleinen e wie-

derum n&herungsweise sin(e) ~ ¢ angenommen werden darf, ergibt sich der rotatori-
sche Fehlerterm zu:

- 1
berror,linear,rot = E : ker 2.7 (359)

3.2.7. Gelenkanschlage oder -limits

Reale Gelenke werden haufig durch Maximalausschlage begrenzt. Besitze ein Dreh-
gelenk zum Beispiel die maximalen Auslenkungen von —= ... 4+ 7. Ist der Maximalaus-
schlag erreicht und verlangt das Mehrkérpersystem eine noch gréBere Auslenkung,
muss eine zusatzliche Zwangsbedingung dafiir sorgen, dass der entsprechende Frei-
heitsgrad beschrankt wird, jedoch nur in derjenigen Richtung, in der der Maximalaus-
schlag Uberschritten wiirde. Diese Eigenschaft charakterisiert solche Zwangsbedingun-
gen als unilateral - sie wirken nur in eine Richtung.

Alle oben beschriebenen Gelenktypen lassen sich um Limits erganzen. Da die Reali-
sierung bei den unterschiedlichen Typen sehr ahnlich ist, wird im Folgenden beispielhaft
die Limitierung des Drehgelenks beschrieben. Die Limitierung anderer Gelenktypen un-
terscheidet sich lediglich geringfligig in der Form der Teil-Jacobimatrizen: Je nach Ge-
lenktyp miUssen andere Freiheitsgrade eingeschrankt werden.

Limitierung eines Drehgelenks

Das Drehgelenk aus Abschnitt 3.2.4 besitze einen Minimalausschlag von —. Ist dieser
Minimalausschlag erreicht, muss eine rotatorische Zwangsbedingung eingefthrt wer-
den, die eine weitere Auslenkung in negativer Richtung des Drehsinns um die Dreh-
achse verhindert. Dies wird erreicht, indem flr die entsprechende relative Winkelge-
schwindigkeit ein Wert gréBer oder gleich Null gefordert wird. So kann sich das Gelenk
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vom Grenzwert weg in Richtung des gultigen Bereichs, jedoch nicht weiter Gber den
Grenzwert hinaus bewegen:

(3.60)

Um die Form aus 3.21 zu erfillen, wird in obiger Gleichung die Schlupfvariable w ein-
geflihrt. Sie stellt den gultigen Bereich der relativen Geschwindigkeit zur Erfillung der
Zwangsbedingung dar. Mit ihrer Hilfe kann die GréBergleich-Bedingung in eine Glei-
chung mit Nebenbedingung umformuliert werden:

Z-0;—Z-di=b+w, b=0, 0<w <00 (3.61)
Aus dieser Form ergeben sich die Eintrage fur die Teil-dacobimatrizen:

Jdreh,limit,i = (0 0 0 —z —2 —23)
(3.62)
Jdreh,limit,j - (O 0 0 Z1 k2 Zg)

Auch der aus dieser Zwangsbedingung resultierende Zwangsimpuls muss begrenzt
werden: Er darf beliebig grof3 werden, um eine weitere Drehung Uber den Grenzwert
hinaus zu verhindern, jedoch nicht kleiner als Null, da er dann auch eine Gelenkbewe-
gung weg vom Grenzwert in Richtung des gultigen Bereiches verhindern oder verzo-
gern wirde:

0 < Adreh,limit < 00 (3.63)

Die beiden GrdBen relative Geschwindigkeit, reprasentiert durch die Schlupfvaria-
ble w und aufgebrachter Zwangsimpuls ;¢ Sind komplementar zueinander: Bleibt
das Gelenk im Anschlag, ist die relative Geschwindigkeit gleich Null (w = 0) und der
Zwangsimpuls gréBer als Null (A, > 0). Bewegt es sich vom Anschlagspunkt weg,
so ist die relative Geschwindigkeit gréBer als Null (w > 0), die Zwangsbedingung bt
jedoch keinen Impuls mehr aus (A, = 0). Damit erflillt diese Zwangsbedingung die
gleiche Form wie die Kontaktzwangsbedingungen in der vereinfachten geschwindig-
keitsbasierten Formulierung in Gleichung 3.21.
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Stabilisierung

Auch Limit-Zwangsbedingungen mdissen stabilisiert werden. Zwar verhindert die
Zwangsbedingung eine relative Geschwindigkeit, die zu einer gréBeren Verletzung des
Maximalausschlags fiihrt. Eine einmal entstandene Uberschreitung des Grenzwerts,
hervorgerufen z.B. durch einen grof3en Zeitschritt, wird jedoch nicht korrigiert. Genau
wie zur Stabilisierung der Gelenkbedingungen wird hierzu eine korrigierende Relativ-
geschwindigkeit in Richtung des gtiltigen Auslenkungsbereichs proportional zur Grée
des Fehlers erzwungen. Sei die maximale Auslenkung des Gelenks ay,., und die ge-
genwartige Auslenkung a > an.,, dann ergibt sich der Stabilisierungsterm zu:

: ker * (amax - Oé) (364)

SRS

berror,limit,rot -

3.2.8. Realisierung von Motoren durch Zwangsbedingungen

Genau wie Limits kdbnnen auch Motoren in Gelenken durch zusatzliche Zwangsbedin-
gungen realisiert werden. Wiederum gilt hier, dass die Motorisierung der unterschied-
lichen Gelenktypen sehr ahnlich ist. Die Unterschiede liegen lediglich in der Form der
Teil-dacobimatrizen. An dieser Stelle wird exemplarisch ein Linearmotor in einem Li-
neargelenk realisiert. Naturlich kdnnen Motoren auch realisiert werden, indem exter-
ne Krafte oder Momente in das System eingebracht werden. Hierbei entsteht jedoch
das Problem eines relativ gro3en Integrationsfehlers, da Kraft- und Momentwerte dann
zweifach explizit integriert werden. Die Kraft- und Momentwerte, die sich aus der Reali-
sierung durch Zwangsbedingungen ergeben, gehen in ein semi-implizites Integrations-
schema ein. Sie werden darlber hinaus derart bestimmt, dass vorgegebene Sollwerte
fur die resultierenden Geschwindigkeiten nicht Gberschritten werden. Hierdurch erge-
ben sich ein deutlich besseres Stabilitdtsverhalten und die Mdéglichkeit, gréBere Zeit-
schrittweiten und damit ein glnstigeres Laufzeitverhalten zu erreichen.

Realisierung eines Motors durch Zwangsbedingungen in einem Lineargelenk

In Kapitel 3.2.6 wird beschrieben, wie zur Realisierung eines Lineargelenks bereits funf
von sechs relativen Freiheitsgraden zwischen zwei Kérpern durch das Lineargelenk
entfernt werden. Ein Motor muss entsprechend den sechsten und letzten verbliebenen,
translatorischen Freiheitsgrad in Richtung der Gelenkachse entfernen. Aus Kapitel 3.2.6

103



Kapitel 3. Inverse Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren

lassen sich somit direkt die Eintrage der Teil-dJacobimatrizen ablesen:

— —

Jlinearmotor,trans,i = <_Zl —R2 —Z3 (Z X ri)l (gx 7:;,)2 (gx 73;)3)

(3.65)

Jlinearmotor,trans,j = (Zl Z2 23 _(ZX 7:)j)l —(5)( 7:‘)7>2 _(5X 7:;)3>

Nun soll die relative Geschwindigkeit jedoch nicht gleich Null, sondern gleich ei-

ner Motor-Sollgeschwindigkeit bt S€in. Entsprechend wird die rechte Seite in die-

ser Zwangsbedingung nicht gleich Null, sondern gleich der Sollgeschwindigkeit b..ot0r
gesetzt.

Jlinearmotor,‘crans -U="0b+ w, b= bmotor (3 66)
w : Abweichung zwischen relativer Ist- und Sollgeschwindigkeit '

Motoren kénnen uni- oder bilateral formuliert werden. Bei einer bilateralen Formu-
lierung kann der Motor gleichermal3en beschleunigen und bremsen, d.h. wird die Soll-
geschwindigkeit gegenwartig unterschritten, so wirkt der Motor beschleunigend, wird
sie Uberschritten, so wirkt er bremsend. Die maximale Kraft des Linearmotors sei fiax.
Dann gilt fur die Grenzwerte der Lagrange-Multiplikatoren:

)\motor,high = hfmaxy /\motor,low = _hfmax (367)

Motoren z.B. im Fahrzeugantrieb verhalten sich zu einem Zeitpunkt typischerweise
unilateral, das heif3t sie bringen in einer Wirkrichtung ein deutlich gréBeres Moment
bzw. eine deutlich gréBere Kraft auf als in der anderen. Am Beispiel Auto bedeutet das:
Fahrt ein Auto z.B. durch das Gefalle der Fahrbahn bereits schneller, als es die Soll-
drehzahl des Motors hervorrufen wirde, wirkt der Motor nicht oder nur in geringem Aus-
maf3 (z.B. 1 Prozent von f,...) bremsend. Dieses Verhalten lasst sich durch geeignete
Wahl der Grenzwerte der zugehérigen Lagrange-Multiplikatoren bei der Formulierung
der Zwangsbedingungen nachempfinden. Im Beispiel gilt fir sie:

)\motor,high = hfma)o )\motor,low = _07 01- hfmax
0<w<oo

(3.68)

Im Fall der unilateralen Formulierung gilt fir w und den zugehdrigen Lagrange-
Multiplikator \,.t0: die gleiche Komplementaritat, wie schon fir Limitbedingungen: Wird
die Sollgeschwindigkeit unterschritten (w < 0), bringt der Motor im selben Zeitschritt
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den maximal méglichen Impuls auf, um die Sollgeschwindigkeit zu erreichen, ohne dass
dieser jedoch seinen oberen Grenzwert Uberschreitet: A\otor = Anign. Wird die Sollge-
schwindigkeit Uberschritten (w > 0), bringt der Motor den minimal méglichen Impuls
auf, der jedoch seinen unteren Grenzwert nicht unterschreitet: A\yotor = Amotor1ow- NUF
wenn die Sollgeschwindigkeit genau erreicht wird, liegt der aufgebrachte Impuls zwi-
schen den Grenzwerten des Motors A\otortow < Amotor < Amotor,nigh- ZUr Verdeutlichung

dieses Zusammenhangs siehe auch Abbildung 3.2 auf Seite 86.

Positionssteller Die Realisierung von Motoren mit Zwangsbedingungen im vorge-
stellten Framework fUhrt zu geschwindigkeitsgestellten Motoren. In vielen Anwendun-
gen werden jedoch Positionssteller gefordert, die direkt einen bestimmten Winkel oder
eine Auslenkung anfahren kénnen, so z.B. bei der Anbindung bestimmter Robotersteue-
rungen, die Trajektorien in Form von Winkelwerten ausgeben oder zur Realisierung ei-
ner Fahrzeuglenkung. Mit den hier vorgestellten, geschwindigkeitsgestellten Motoren
lassen sich durch Einsatz z.B. eines PID-Reglers problemlos solche Positionssteller er-
zeugen. Im Rahmen der Beschreibung der Realisierung einer Vorderradaufhangung an
einem PKW-Modell (vgl. Kapitel 3.4.4) wird ein solches Vorgehen im Detail beschrieben.

3.3. Geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen
fur Kontakte und Kontaktreibung

Zwangsbedingungen flr Kontakte wurden wahrend der Entwicklung der geschwindig-
keitsbasierten Formulierung flr die inverse Dynamik bereits implizit verwendet. An die-
ser Stelle folgt nun die explizite Beschreibung solcher Zwangsbedingungen. Kontaktnor-
malenbedingungen verhindern die Durchdringung von in Kontakt stehenden Kérpern,
Kontaktreibungsbedingungen erzwingen Coulombsche Reibungskrafte.

3.3.1. Formulierung von Kontaktnormalenzwangsbedingungen

Abbildung 3.7 zeigt eine 2D-Darstellung eines Kontaktes zwischen den Korpern ¢ und
j. In der Abbildung sind s; und 5; die jeweiligen Schwerpunktspositionen, 7; und r; die
Vektoren vom jeweiligen Schwerpunkt zum Kontaktpunkt. 77 ist die Kontaktnormale. Alle
Vektoren sind in Weltkoordinaten gegeben.
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Abbildung 3.7.: 2D-Darstellung eines Kontaktpunktes

Die Kontaktnormalenzwangsbedingung soll erreichen, dass keine Durchdringung der
beteiligten Kdrper in Richtung der Kontaktnormalen stattfindet. Auf der Ebene von Ge-
schwindigkeiten heif3t das: Ausgehend von einer gtiltigen Position, in der keine Durch-
dringung auftritt, muss die relative Geschwindigkeit der in Kontakt stehenden Punkte
der beiden Kérper (ihrer Ankerpunkte) entlang der Kontaktnormalen gréBer oder gleich
Null sein:

n-v;,—1-(FsXw); —n-U;+1- (7 Xw); =
i (7 x w)) (7 x 0] 3.69)
n-v;— (X 7) Wy —f- 0+ (A X7;)-w=b
mitb =0
Hieraus ergeben sich die Eintrage der Teil-dJacobimatrizen wie folgt:
Ti=(-m —ny —my (Ax7),  (Ax7), (ix7))
(3.70)

Bi= (e me my —GixA), ~GixR), -(ix7),)

Ein Kontakt darf die beteiligten Koérper auseinanderdriicken, darf aber nicht ziehend
wirken. Entsprechend gilt fir die Grenzwerte der Lagrange-Multiplikatoren:

Alow = 0, )\high =00 (3-71)
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Stabilisierung

Wie oben beschrieben geht die geschwindigkeitsbezogene Kontaktnormalenzwangs-
bedingung von einem gultigen Ausgangszustand aus, d.h. von der Annahme, dass kei-
ne Durchdringung vorliegt. Ist jedoch bereits eine Durchdringung der beiden Koérper
der Tiefe e vorhanden, so soll die Zwangsbedingung eine relative Geschwindigkeit er-
zwingen, die gréBer oder gleich einer Korrekturgeschwindigkeit ist. Diese Korrekturge-
schwindigkeit wird wiederum einfach proportional zum Fehler (der Durchdringungstiefe)
angesetzt:

1
berror,contact = E : ker - € (372)

3.3.2. Formulierung von Kontaktreibungszwangsbedingungen

Zur Modellierung von Kontaktreibung muss die Geschwindigkeit der in Kontakt stehen-
den Korper entlang der Basisvektoren des diskretisierten Reibungskonus d, (vgl. Ab-
bildung 3.1 auf Seite 84) eingeschrankt werden. Seien v;, v; die linearen Geschwindig-
keiten der Schwerpunkte der in Kontakt stehenden Koérper, &;, J; analog dazu ihre Win-
kelgeschwindigkeiten. Seien auBerdem ;, 7; die Vektoren vom jeweiligen Schwerpunkt
zum gemeinsamen Kontaktpunkt im Weltkoordinatensystem, dann lautet die Zwangs-
bedingung zur Einschrankung der relativen Geschwindigkeit v,; entlang einer diskreten
Richtung d.,:

-

Vset = dy - (T + & X 7)) — dyy - (T + &5 X 7)) = b+w, b=0,w: Schlupf (3.73)

Tritt Rutschen auf, nimmt die Schlupfvariable w Werte ungleich Null an.
Um diese Zwangsbedingung in die Matrix-Vektor-Form Jv = b + 1 Uberfiihren zu
kénnen, sind noch einige Umformungen notwendig:

Vel = dyy - (T; + & X 75) — d, - (T; 4+ &; X 7) —b+w, b=0
=d, T4 dy (B X T) — dyy - Ty — dy, (&5 % 7)) =b+w, b=0
=dy, Ty — dy (F X &) — doy - Ty + dy (7 % &) =b+w, b=0 (8.74)
:ﬁn U; — cf,lxrl) Ji (fn vﬁ—(dﬁnxﬂ)wﬁj =b+w, b=0

Nimmt man eine Approximation mit zwei Basisvektoren cfl, d} an, ergeben sich hieraus
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die Eintrage der Teil-Jacobimatrizen zu:

di, di, dy, —(d_iXT_’;) —(:XT_’;) —<1><_%)
Jcontact,friction,i = 1 - >2 <d_, N 3
2 X z)

do, dy, do, —(d;xﬂ-) —(czQx:-
1

| —dy, —dy, —dy, (d}x@)l (

contact,friction,j — -

A N A A <d2><77j> (
1

w

o e )

Die Grenzwerte der Lagrange-Multiplikatoren fiir die Reibungszwangsbedingungen
kénnen nicht im Vorhinein bestimmt werden, da ihre Betrdge von den Betragen der
Lagrange-Multiplikatoren abh&ngen, die die zugehoérigen Kontaktnormalenimpulse re-
prasentieren. Daher wird wahrend der Formulierung der Reibungszwangsbedingungen
an der Stelle der Grenzwerte lediglich ein Verweis auf die zu einer Reibungszwangsbe-
dingung gehdrende Kontaktnormalenzwangsbedingung hinterlegt. Mithilfe dieses Ver-
weises kann ein Lésungsalgorithmus dann auf die betreffenden Multiplikatoren zugrei-
fen und das proportionale Verhaltnis zwischen Normalen- und Reibungsimpuls herstel-
len. Details solcher Lésungsalgorithmen behandelt Kapitel 3.5.

3.4. Geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen
fur erweiterte mechanische Zusammenhange

Um die Flexibilitdt des hier realisierten Verfahrens zu belegen, werden in diesem
Kapitel Zwangsbedingungen fir weitere mechanische Zusammenhange formuliert,
die Uber die klassischen Gelenktypen hinausgehen. Hierzu zahlen eine Schraub-
verbindung, Differenzialbedingungen, das Feder-Dampfer-System sowie eine PKW-
Vorderradaufhdngung durch ein einziges, integriertes Gelenk.

3.4.1. Das Schraubengelenk

Abbildung 3.8 zeigt das Modell einer Schraubverbindung. Sie ist ein schdnes Beispiel
einer erweiterten Gelenkverbindung, die sich sehr gut mit geschwindigkeitsbezogenen
Zwangsbedingungen realisieren l&sst. Eine Schraubverbindung I&sst eine lineare und
eine rotatorische relative Bewegung zu, besitzt aber dennoch nur einen Freiheitsgrad:
Tritt eine rotatorische Bewegung auf, muss auch eine translatorische stattfinden und
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umgekehrt, so dass sich mit der Schraubverbindung ein Drehmoment in eine Kraft Gber-
setzen lasst und umgekehrt.

Abbildung 3.8.: 3D-Modell einer Schraubverbindung

Das Koordinatensystem des Gelenktyps sei so ausgerichtet, dass seine z-Achse die-
jenige ist, um die bzw. entlang derer die rotatorische und translatorische Bewegung
stattfinden. Zunachst muss die relative translatorische Geschwindigkeit entlang der x-
und der y-Achse des Gelenkkoordinatensystems der Schraubverbindung eingeschrankt
werden. Dies geschieht wie beim Lineargelenk:

: 3>
v (3.76)

3 - (-561 —x9 —x3 (T x7i)h (7
schraube,tra,i — %

-1 —Y2 Y3 (37

. 1 X9 X3 —(f X
Jschraube,tra,j -
X

Y1 Y2 Y3 —(37

Analog dazu wird die relative rotatorische Geschwindigkeit um dieselben Achsen
entsprechend dem Drehgelenk eingeschrankt:

0 0 0 =z 1 T9 X3
Jschraube,rot,i =
000 v v2 vs

; _000—$1 —T2 —I3
schraube,rot,j 0 0 0 —y1 —Ys —U3

(3.77)

Bis hierher sind vier von sechs Freiheitsgraden eingeschrankt, d.h. das Gelenk wirde
noch zwei Freiheitsgrade besitzen. Mit der finften Zwangsbedingung missen die rela-
tiven Bewegungen entlang der bzw. um die z-Achse (2) des Gelenkkoordinatensystems
gekoppelt werden. Die Schraubverbindung besitze eine konstante Steigung von z.B.
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1,0 cm (0,01 m) pro Umdrehung. Eine Umdrehung muss also eine Verschiebung um 1
cm hervorrufen bzw. umgekehrt eine Verschiebung um 1 m muss 100 ganze Umdre-
hungen zur Folge haben. Auf der Ebene der Geschwindigkeiten entspricht dies einem
direkten linearen Zusammenhang zwischen relativer Winkel- und relativer translatori-
scher Geschwindigkeit. Bei einer relativen translatorischen Geschwindigkeit von 1 m/s
muss eine Winkelgeschwindigkeit von 100 Umdrehungen/s, also 100 - 2724 auftreten.
Mit der Schraubenkonstante &, = 2007rad lasst sich dies formulieren als:

k-2 (0 - 0) = - (@ — &) 578)
kg 20— kg ZT— 2@+ 2@ =0

Hieraus lassen sich die Eintrage der flnften, noch fehlenden Zeilen (kombiniert) der
Teil-Jacobimatrizen ablesen:

(3.79)

Jschraube,kom,i: <—]€521 _ksZQ —]{3523 21 22 23)

Jschraube,kom,j: <k521 ksZQ ksZB —R21 —R2 —Z3

Stabilisierung

Genau wie die Eintrage der Teil-Jacobimatrizen lassen sich auch die zugehdrigen Sta-
bilisierungsterme der ersten vier Zwangsbedingungen vom Dreh- bzw. Lineargelenk
ableiten:

— —
schraube,tra — bdreh,tra

-

(3.80)

o
schraube,rot — blineanrot

Ein Fehler in der letzten, kombinierten Zwangsbedingung auBert sich in einer Ab-
weichung zwischen Verdrehung und linearer Auslenkung. Die lineare Auslenkung e,
des Gelenks Iasst sich direkt aus den Positionen der verbundenen Kérper bestimmen.
Hieraus ergibt sich Uber die Schraubensteigung &, ein Sollwert fir die rotatorische Aus-
lenkung e, :

er =k (3.81)
Die tatsachliche rotatorische Auslenkung des Gelenks 6 lasst sich zu einem Zeit-

punkt anhand des Zustands der beiden Kérper nur im Bereich —27...0 bzw. 0...27
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bestimmen. Um die Abweichung in der rotatorischen Auslenkung ermitteln zu kénnen,
mussen daher die bereits vollstandig zurlickgelegten n Umdrehungen vom Sollwert ab-
gezogen werden. Diesen Wert erhalt man durch stetige Beobachtung und Integration
der Geschwindigkeiten am Schraubengelenk. Damit lautet der Stabilisierungsterm fir
die kombinierte Zwangsbedingung:

< ker (kse; — n2m — 0) (3.82)

bschraube,kom =

SRS

3.4.2. Differenzialbedingungen und Differenzialgetriebe

Alle bisher beschriebenen mechanischen Zusammenhange beziehen sich auf zwei in
Relation stehende Kérper. Das entwickelte Framework unterstitzt jedoch auch die Rea-
lisierung von dynamischen Zusammenhangen zwischen mehr als zwei Kérpern. Abbil-
dung 3.9 zeigt das Modell eines freilaufenden Differenzialgetriebes. Die drei relevan-
ten Kérper sind in blau, rot und gelb dargestellt. Zuséatzlich zu den zwei Drehgelenken
zwischen den farbigen Kérpern ist eine weitere Zwangsbedingung notwendig, um die
Funktion der grauen Zahnrader im System nachzubilden. Sei d, der Vektor, der die
Drehachse des roten Zahnrades beschreibt und d, analog dazu der Vektor, der die
Drehachse des gelben Zahnrades beschreibt. Seien weiterhin die Winkelgeschwindig-
keiten des blauen, roten und gelben Korpers gegeben durch die Vektoren &, &, &Jy.
Halt man das grof3e, graue und halbtransparente Zahnrad fest, sorgt das Differenzial
daflr, dass sich rotes und gelbes Zahnrad in entgegengesetzter Richtung mit gleicher
Geschwindigkeit drehen werden. Formal bedeutet das:

Abbildung 3.9.: Differenzialgetriebe zwischen drei Kérpern
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- —

d, - (B — &) — dy - (@ — Fy) = 0 (3.83)

Beim Einsatz eines solchen Getriebes als Querdifferenzial beim Radantrieb im Auto
sind das rote und das gelbe Zahnrad je mit linkem und rechtem Rad verbunden, das
grof3e graue Zahnrad hingegen mit dem Motor, es wird angetrieben. Nimmt man b,, als
die Winkelgeschwindigkeit des grof3en, grauen Zahnrades an, ergibt sich der formale
Zusammenhang:

— —

- (B — 3) — dy - (D — By) = 2 (3.84)

Dieser kann weiter verallgemeinert werden, indem ein Skalierungsfaktor ¢, zwischen
den beiden Relativgeschwindigkeiten eingefuhrt wird. Bei obigem Differenzialgetriebe
wurde dieser implizit als —1 angenommen:

— —

dr-(&ib—ﬁr)—kcd-dg-(ﬁb—&g):2bm
dy -Gy — dy - By — cadyy - By + cady - By = 2by, (3.85)
(d_;‘_chig)'&b_d:"wr+cdd;'wg:2bm

Mit einer solchen Bedingung lassen sich Gelenke direkt miteinander verbinden, z.B.
um beliebige Getriebelbersetzungen zu simulieren. Abbildung 3.10 zeigt drei weite-
re Anwendungen: Bei dem Greifer links missen sich beide Zangen immer mit gleich
grof3er, jedoch entgegengesetzter Geschwindigkeit gegentber der Basis bewegen. Bei
dem Teleskopgelenk des Krans in der Mitte muss sich das dritte Glied zum zweiten
verhalten wie das zweite zum ersten. Die Feuerwehrleiter des Einsatzfahrzeugs verhalt
sich ebenfalls wie ein Teleskopgelenk mit finf Gliedern. Es besteht ein Antrieb zwischen
zweitem und erstem Glied. Differenziale sorgen daflr, dass sich das dritte zum zweiten
verhalt wie das zweite zum ersten, das vierte zum dritten wie das dritte zum zweiten
USW..

Differenzialbedingungen kdnnen sich gleichermaf3en auf rotatorische wie lineare Ge-
schwindigkeiten beziehen, auch gemischte Konfigurationen sind problemlos mdglich.
Anstatt drei kdnnen auch vier Kérper in Relation gesetzt werden, falls es keinen ge-
meinsamen Koérper gibt. Exemplarisch fur verschiedene Differenzialbedingungen lauten
die Eintrage in den Teil-Jacobimatrizen fur das Beispiel des Differenzials zwischen zwei
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Abbildung 3.10.: Weitere Anwendungen von Differenzialbedingungen. Links: Ein Greifer
mit zwei gleichlaufenden Zangen. Mitte: Das dreigliedrige Teleskop-
gelenk eines Kranauslegers. Rechts: Die funfgliedrige Teleskopleiter
eines Ldschfahrzeugs.

Drehgelenken aus Abbildung 3.9:

Jary = (00 0 ~dy, —d,, —d,,)

Jagg=(0 0 0 cudy cad, @%Q (3.86)

Jdiff,b = (O 0 0 (dT1 - Cdd;h) (dm - Cddgz) (dm - Cdd93)>

Stabilisierung

Je nach Anwendung sind Differenzialbedingung von ihrer Natur her ,eher geschwin-
digkeitsbezogen® und damit ist keine Stabilisierung notwendig. Betrachtet man zum
Beispiel das Differenzialgetriebe beim Radantrieb, spielt ein kleiner Fehler in der Win-
kelauslenkung der beiden Rader keine grof3e Rolle. Bei den Beispielen Greifer und
Teleskopkran jedoch missen Abweichungen der Winkelstellungen bzw. der jeweiligen
linearen Auslenkungen korrigiert werden.

Seien a; und a, die Auslenkungen am ersten und zweiten Gelenk. Mit der Uberset-
zungskonstante ¢, der Differenzialbedingung ergibt sich der Fehler der Differenzialbe-
dingung eg;¢ dann zu:

diff = A1 — Cq " A2 (3.87)
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Der Fehlerkorrekturterm stellt sich nach bekanntem Muster dar:

berror,diff = : ker * €diff

(3.88)

ker - (a1 — cq - az)

> ==

3.4.3. Robuste Realisierung von Feder-Dampfer-Systemen

Das Modell des Feder-Dampfer-Systems ist ein grundlegendes Konzept der Mecha-
nik und findet in vielen Bereichen der Dynamiksimulation Anwendung. Offensichtlich
sind hier solche Bereiche, in denen explizit reale Feder-Dampfer-Systeme nachgebildet
werden missen, z.B. zur Simulation einer Radaufhangung bei einer PKW-Simulation.
Feder-Dampfer-Systeme kdnnen aber auch implizit auftreten: In nicht starren Kontakt-
situationen, z.B. um verformbares Material am Kontaktpunkt nachzubilden oder in nicht
ganz starren Verbindungen zwischen Starrkdrpern, um Verformungen von Bauteilen
durch Belastung nachbilden zu kénnen. Deshalb ist es wichtig, dieses Modell in einem
Verfahren fur die Mehrkérperdynamiksimulation robust und effizient realisieren zu kén-
nen.

Abbildung 3.11.: 1D-Modell eines parallelen Feder-Dampfer-Systems

Abbildung 3.11 zeigt das klassische Modell eines parallelen Feder-Dampfer-
Systems. Die Federkraft fs wirkt proportional zur Auslenkung = und der Federkonstante

Cs:
fs=—cs- (3.89)

Die Dampfungskraft fp wirkt proportional zur relativen Geschwindigkeit v = & und der
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Dampfungskonstante ¢;:
fp=—cq-v (3.90)
Flr die Beschleunigung der Masse m gilt demnach die Differenzialgleichung:
m-&=—Cs & —Cq-0 (3.91)

Der einfachste Weg, beide Kréfte in das einheitliche System aus Gleichung 3.21 ein-
zubinden, verliefe Uber den Vektor der wirkenden Krafte f der auch die externen Krafte
foxe enthalt (vgl. Gleichung 3.9, Seite 78 bzw. Gleichung 3.21, Seite 86). Auslenkung
x und Geschwindigkeit v werden zum Zeitpunkt ¢ ausgewertet und die resultierenden
Krafte zur expliziten Integration herangezogen:

v(t+h) —o(t)
' h

= —cs-x(t) — cq-v(t) (3.92)

Dies entspricht dem expliziten Newton-Integrationsschema ersten Grades. Fur groB3e
Zeitschrittweiten, wie sie in interaktiven Simulationen notwendig sind sowie flr grof3e
Federkonstanten zur Simulation steifer Federn, ist dieser Ansatz jedoch aufgrund des
instabilen Verhaltens ungeeignet.

Um das symplektische oder semi-implizite Integrationsschema anzuwenden, muss
die rechte Seite der Gleichung zum Zeitpunkt ¢ + h ausgewertet werden. Mit z(t + h) ~
x(t) + ho(t + h) ergibt sich:

m'v(t—l—h)_v(t):—cs~:l:(t+h)—cd'v(t+h)
thh t (3.93)
m . 2t })L_U():—cs~(:z:(t)+’u(t+h)-h)—cd-v(t+h)

Umgestellt in eine Vorschrift fir die Geschwindigkeit im nachsten Zeitschritt ergibt sich:

hesx(t) — mo(t)

t+h)=—
v(t+h) h2cg, +m + cqh

(3.94)

Um nun eine Analogie zu beliebigen geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingun-
gen herzustellen, setzen wir folgendes Gedankenspiel an: Anstelle den Massepunkt ex-
plizit an Feder und Dampfer aufzuhangen, soll eine geschwindigkeitsbezogene Zwangs-
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bedingung im System dafir sorgen, dass der Massepunkt bei = = 0 verbleibt. Die zu-
gehorige geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingung im Sinne von Gleichung 3.16,
Seite 80 hat die Form:

v(t+h) =0 (3.95)

Sei e der Fehler der positionsbezogenen Zwangsbedingung. Dann hat der Fehlerterm
berror fUr die Stabilisierung (vgl. Kapitel 3.1.5, Seite 87) die Form:
ker ker ker
berror = €= T(ZESOH — i) = — (0 — 2(t)) = ——=x(¢) (3.96)
Aus der Open Dynamics Engine [121] stammt die Idee, die Gleichung der Zwangsbe-
dingungen um einen additiven Term zu erweitern, der proportional zur GréBe der resul-
tierenden Zwangskraft \ ist. Die Idee hierbei ist es, dem Lésungsalgorithmus bei der Be-
wertung der Erflllung einer Zwangsbedingung einen kleinen Spielraum zu Uberlassen.
Die Proportionalitat zum Lagrange-Multiplikator bewirkt: Je gré3er der aufzubringende
Zwangsimpuls ist, desto gréBer wird auch der Spielraum fir den Lésungsalgorithmus.

Die Proportionalitdtskonstante wird Constraint Force Mixing (CFM) genannt. Flgt
man diesen Term der geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingung hinzu, gelangt
man zu:

Ker
V(t+ h) + Cefm - A = —Tex(t) (3.97)

Die diskretisierte Newtonsche Bewegungsgleichung nur unter Einfluss der einzigen
Zwangskraft A lautet:
t+h)—v(t A
vt h) Zolt) _ A (3.98)

h m

Kombiniert man diese mit der erweiterten Form der Zwangsbedingung 3.97, eliminiert
den Multiplikator A und stellt derart um, dass wiederum eine Vorschrift fiir die Geschwin-
digkeit im nachsten Zeitschritt entsteht, gelangt man zu:

kerz(t) — Cemmu(t)
Cetm™ + h

o(t+h) = — (3.99)

Vergleicht man die Gleichungen 3.94 und 3.99 miteinander, so fallen Ahnlichkeiten
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auf. Tatsachlich kann man letztere in die erste Uberflihren, setzt man fir die beiden
Konstanten ¢, und k., die folgenden Ausdricke ein:

1 heg
= s ker =
hes + cq heg + cq

(3.100)

Cefm

Die geschickte Wahl dieser beiden Parameter ermdglicht demnach die Simulation
eines Feder-Dampfer-Systems mit einem stabilen, semi-impliziten Integrationsschema
fir das angegebene, eindimensionale Beispiel. Tatsachlich Iasst sich dieses Prinzip auf
das gesamte Mehrkdrpersystem erweitern. Die Formulierung der Zwangsbedingungen
hat dann die allgemeine Form:

JT+ Copn - A= b+ ~Ku & (3.101)

C.m und K., sind hierin Diagonalmatrizen, die entlang ihrer Hauptdiagonale je einen
Wert c., bzw. k., flr die betreffende Zwangsbedingung enthalten. Der Vektor ¢ enthélt
die positions- bzw. orientierungsbezogenen Fehlerterme. Zur Erinnerung noch einmal
die diskretisierten Bewegungsgleichungen des Mehrkdrpersystems:

=M (37X )

h o (3.102)
Tt + h) = F(t) + M (JTAh . fh)
Wendet man nun 3.101 auf 3.102 an, so gelangt man zu folgendem System:
—19q7T 1 Y - —1p 7 » 1 >
IM™IT 4 5 Con | hA + 3 (v(t) +M hf) = b+ Kaé (3.103)

Es ist zu erkennen, dass die CFM-Werte einfach auf die betreffenden Elemente der
Hauptdiagonale der Systemmatrix aufaddiert werden, um zusammen mit den Fehler-
korrekturparametern k., in einer beliebigen Zwangsbedingung anstatt einer starren Ver-
bindung das Verhalten eines Feder-Dampfer-Systems unter Anwendung eines semi-
impliziten, numerischen Integrationsschemas erster Ordnung zu erzeugen. Dies lasst
sich in rotatorischen wie in translatorischen, in bilateralen und in unilateralen Zwangs-
bedingungen, also z.B. auch in Kontaktpunkten anwenden. Das nachste Unterkapitel
behandelt anschaulich die Realisierung einer Radaufhdngung als Anwendungsbeispiel
eines Feder-Dampfer-Systems.
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3.4.4. Realisierung einer Radaufhangung durch ein integriertes
Gelenk

Die Radaufhangung eines PKW enthalt eine Vielzahl Gber Gelenke interagierender Ele-
mente. Soll eine Vorderradaufthdngung detailliert ausmodelliert werden, bendtigt man
z.B. an einer Doppelquerlenkeraufhangung am Vorderrad mindestens drei Dreh- und
zwei Kugelgelenke. Liegt der Fokus der Anwendung jedoch nicht primar auf dem Fahr-
werk des Fahrzeugs, sind ,Speziallésungen* sinnvoll, die ein visuell plausibles Verhalten
bei deutlich reduziertem Aufwand erlauben.

Abbildung 3.12.: Simulation eines PKW-Modells mit laufzeit-optimaler Radaufhdngung

Abbildung 3.12 zeigt das Simulationsmodell eines PKW, Vorderrad und dessen Kor-
perkoordinatensystem sind hervorgehoben. Phanomenologisch lassen sich die Bezie-
hungen zwischen Rad und Chassis wie folgt beschreiben:

» Die Lenkachse des Rades entspricht der x-Achse (rot). Die Lenkachse ist fix im
Koordinatensystem des Chassis.

» Die Drehachse des Rades entspricht der z-Achse (blau). Die Drehachse ist fix im
Koordinatensystem des Rades.

» Federung und Dampfung verlaufen translatorisch entlang der x-Achse (rot).

+ In Richtung der y-Achse (griin) findet weder translatorische noch rotatorische Be-
wegung statt. Die y-Achse ist sowohl im Koordinatensystem des Rades als auch
im Koordinatensystem des Chassis veranderlich. Sie ergibt sich zu jedem Zeit-
punkt aus dem Kreuzprodukt von z- und x-Achse.
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Das gesamte oben beschriebene Verhalten I&sst sich in einem einzigen speziellen
Gelenktyp realisieren: Zundchst muss eine Orientierung des Gelenks bestimmt wer-
den. Wie oben erwahnt, lassen sich x- und z-Achse aus ihrer initialen relativen Rota-
tion zu Chassis und Rad bestimmen, die y-Achse ergibt sich als deren Kreuzprodukt
(v = Zx ). Damit sind alle drei Basisvektoren des Gelenkkoordinatensystems bekannt.
Das Vorgehen ist identisch dem beim Kardangelenk. Zwar wird die relative translato-
rische Bewegung an diesem Gelenk in allen drei Raumrichtungen eingeschrankt, in
x-Richtung im Gelenksinn soll aber das Feder-Dampfer-System realisiert werden. Aus
diesem Grund ist es notwendig, die Zwangsbedingungen in den Richtungen der Basis-
vektoren des Gelenkkoordinatensystems zu formulieren. Wie schon bei den Standard-
gelenktypen verlaufen die Vektoren 7}, ; von den jeweiligen Schwerpunkten von Kérper
i bzw. 7 zum Ankerpunkt des Gelenks. Die translatorischen Teil-dacobimatrizen lauten
demnach:

—r1 —my —x3 (TXxTi)1 (FxTh)e (&X7);
Jradtrai = | =11 —y2 —ys (U x7Ti)1 (U x7Ti)e (¥XT7)s
—z1 —z o~z (Fx ) (Fx7h)e (XT3 (3.104)
T T2 w3 —(EXT) —(T X TG)e —(FXT)3
Jradraj = [ 1 v2 y3 —(Wx T —(Fx75)2 —( X 75)s
a1z oz —(Fx T —(Fx 7). —(FX7T)s

Zur Realisierung des StoBBdampfers kommt es nun auf die korrekte Anwendung
der Konstanten c., und k. an. Nur in Richtung der x-Achse des Gelenks soll das
Feder-Dampfer-System wirken, die C..,-Matrix zu den oben beschriebenen ersten drei
Zwangsbedingungen hat daher die Form:

c 00 .
Cotm = mit c=———
¢ 000 it ¢ hie
000

(3.105)
¢, : Federkonstante

cq - Dampfungskonstante

Der Fehler in den drei translatorischen Zwangsbedingungen entspricht wie beim Ku-
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gelgelenk dem Abstand der beiden Gelenkkoordinatensysteme.
T T
Cradrans = Ty (00 0) = TW5 - (0 0 0) (3.106)

Zur Bestimmung des Stabilisierungsterms muss der translatorische Fehler wieder-
um in das Gelenkkoordinatensystem transformiert werden, weil auch die Zwangsbe-
dingungen im Gelenkkoordinatensystem formuliert worden sind. In folgender Gleichung
wird dies durch die Projektion des Fehlers in Weltkoordinaten auf die drei Achsen des
Gelenkkoordinatensystems erreicht. Zuséatzlich werden unterschiedliche Konstanten k.,
angesetzt. Fir die federnde Achse k., rqer €rfolgt die Wahl entsprechend Feder- und
Dampferkonstante und dem Term 3.100, fUr die beiden Ubrigen Achsen wird der Erfah-
rungswert k., gewahlt:

ker,feder : (f : grad,trans)
brad,trans =7 ker . (g e_"md,trans) (31 07)
ker - (Z-

S| =

—

e1rad,trar1s)

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass das Vorderrad sowohl gelenkt als auch
angetrieben wird. Daher missen drei rotatorische Freiheitsgrade eingeschrankt wer-
den. Die Teil-dJacobimatrizen sind entsprechend einfach zu formulieren. Als Drehach-
sen mlssen die Basisvektoren des Gelenkkoordinatensystems gewéhlt werden, da die
Unterscheidung nach fixer, angetriebener und gelenkter Achse ebenfalls in diesem Ko-
ordinatensystem erfolgt:

000 —xy —x9 —u3
Jradroti = [0 0 0 —y1 —y2 —u3
0 00 —2 —2 —=z3 (3.108)
0 00 x xo z3
Jradroty = [0 0 0 y1 yo ys
0 0 0 2 29 =23

Die rechten Seiten sind fiir jede der drei Zwangsbedingungen individuell zu bestim-
men. Um die y-Achse findet keine Bewegung statt, entsprechend muss hier lediglich
der Stabilisierungsterm eingesetzt werden. Ein Fehlermalf3 fir die y-Rotation ergibt sich
wie beim Kardan (vgl. Kapitel 3.2.5) aus dem Skalarprodukt von z-Achse in Relation zu
Kdrper j und x-Achse in Relation zu Korper 1.
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Um die z-Achse soll der Antrieb erfolgen, d.h. hier muss ein Motor realisiert werden,
vgl. Kapitel 3.2.8. Die rechte Seite enthalt entsprechend den Sollgeschwindigkeitswert
Wantriebsmotorsoll, als Grenzwerte flr die Lagrange-Multiplikatoren werden das minimale
und maximale Drehmoment 7., Tmax Multipliziert mit der Zeitschrittweite h eingesetzt:

h'Tmin S A S h'TmaX (3109)

Um die x-Achse soll das Rad gelenkt werden, d.h. hier muss ein Positionssteller zur
Einstellung eines Lenkwinkels realisiert werden. In die rechte Seite ist daher ebenfalls
eine Sollgeschwindigkeit einzusetzen. Ihr Wert muss durch einen Regler bestimmt wer-
den, hier soll ein PID-Regler genutzt werden. Seien im Folgenden

ason | der Sollwinkel fir den Lenkausschlag,
a;st(t) | der Istwinkel des Lenkausschlags
zum Zeitpunkt ¢,
p,i,d | die Faktoren fir den Proportional-
: den Integral- und den
Differenzialanteil des PID-Reglers,
e(to) = ason — it (to) | die Regelabweichung zwischen Soll-
und Istwert des Lenkausschlags zum
Zeitpunkt ¢,
de(ty) | die Ableitung, d.h. die Anderungsrate
des Fehlers zum Zeitpunkt ¢ = ¢, und
fto e(t)dt | das Integral der Fehlerwerte vom Zeit-
punkt t = 0 bis ¢t = t,

dann errechnet sich die Sollgeschwindigkeit wicnimotorson UNd damit die rechte Seite der
Zwangsbedingung zu:

to d
Wienkmotorsoll = P * e(t[)) +- / G(t)dt + d - ae(to) (31 10)
0

Wie beim Antriebsmotor kann auch das maximale Drehmoment des Lenkmotors durch
entsprechende Grenzwerte der Lagrange-Multiplikatoren begrenzt werden.

Fir die rechte Seite der drei rotatorischen Zwangsbedingungen ergibt sich damit im
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Ganzen:

peelto) +i- [ e(t)dt +d- Le(ty)
Prador = (7 7) (3.111)

Wantriebsmotorsoll

3.5. Eingesetzte Verfahren zur Losung des
Komplementaritatsproblems

Die einheitliche Formulierung von Bewegungsgleichungen und einem breiten Spektrum
von Zwangsbedingungen ist nur der erste Schritt auf dem Weg zur Simulation. Der
zweite sind effiziente und robuste Lésungsroutinen flr das formulierte mathematische
Problem.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden vorrangig zwei Lésungsalgorithmen fir das Ge-
samtsystem aus Gleichung 3.21 untersucht: Das projizierte Gauf3-Seidel lterationsver-
fahren [43] und eine Variante der sogenannten Dantzig Routine [38]. Die folgenden
Kapitel beschreiben beide Verfahren im Detail und vergleichen ihre Vor- und Nachteile
anhand eines praxisnahen Versuchsaufbaus in Form der Simulation eines reprasenta-
tiven Referenzmodells.

Zur Erinnerung noch einmal das gegebene Problem in allgemeiner Form:

AX=b+ @, Now < X< Xnign
Gesucht werden Tupel (\;, w;), fur die gilt:
Ai = Mow.is — w; >0 (3.112)
(Ai, w;) - Ai = Ahigh.i —w; <0
Aow,i < Ai < Anighyis, — w; =0

122



3.5. Eingesetzte Verfahren zur Lésung des Komplementaritdtsproblems

Mit Bezug auf Gleichung 3.21, Seite 86 gelten diese Entsprechungen:

A <Jnfm—1J§f JnfM—1J35>
IMIT 3 MY

R 172 W SN iy
b_—<J )[v—i—M hf]%—(ﬂ) (3.113)

f f
(i)
hXs
3.5.1. Das projizierte GauB-Seidel Iterationsverfahren

Das GauB3-Seidel (GS) lterationsverfahren dient urspriinglich der Lésung linearer Glei-
chungssysteme ohne Nebenbedingungen. Mit leichten Modifikationen kann es jedoch
auch zur Lésung des in Gleichung 3.21 formulierten vereinfachten linearen Komple-
mentaritatsproblems genutzt werden. Es ist einfach zu verstehen und zu implementie-
ren und liefert fir eine Vielzahl Simulationen ausreichend schnell ausreichend genaue
Lésungen. Vor allem Erleben [43, 44] belegt dies mit der Simulationen groBer Stapelm-
odelle, fur die er die GauB3-Seidel Routine zusammen mit seiner Implementierung der
StoBfortpflanzung (engl.: Shock Propagation) einsetzt.

Zur Herleitung des Verfahrens geht man zunachst von einem linearen Gleichungssy-
stem (LGS) aus:

AX=1 (3.114)

Die Matrix A wird zerlegt in eine rechte obere Dreiecksmatrix R und eine linke untere
Dreiecksmatrix L, die die Elemente der Hauptdiagonalen enthalt:

L+R)X=1
Lo o (3.115)
LA=b— R\
Hieraus l&sst sich eine lterationsvorschrift fiir den Vektor X ableiten:
N+l ! (5 . RXk) (3.116)

Unter Ausnutzung der besonderen Dreiecksform der Matrix L |asst sich hieraus eine
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iterative, elementweise Berechnungsvorschrift fir die Elemente des Vektors X ableiten:
1 m—1 n
AL = (bm _ Z INED Lo Z i - /\f> (3.117)
a'm m . .
’ =0 i=m-+1

Algorithmus 1 beschreibt eine direkte Implementierung des Gauf3-Seidel lterationsver-
fahrens in Pseudocode.

Algorithmus 1: GauB-Seidel lterationsverfahren zur Lésung eines linearen Glei-
chungssystems ohne Nebenbedingungen

for index = 0... numberlterations —1 do
for zeile=0... n —1do
summe <« 0;
for spalte =0... (zeile — 1) do
\ summe <+ summe +A [zeile][spalte] - \[spalte];
end

for spalte = (zeile+1)...(n—1) do
| summe « summe + A[zeile][spalte] - A[spalte];
end
A[zeile] « (b[zeile] — summe)/A|zeile][zeile]
end
end

Verglichen mit dem linearen Gleichungssystem ohne Nebenbedingungen aus Glei-
chung 3.114 enthalt die vereinfachte Komplementaritatsformulierung nur geringftigige
Erweiterungen. Die rechte Seite wird additiv um die Schlupfvariablen im Vektor @ er-
weitert, im Gegenzug wird der gesuchte Vektor X mit oberen und unteren Grenzwerten
eingeschrankt. Dabei ist der Wert des Vektors « flr das Ergebnis nicht von Bedeu-
tung. So kann das GauB3-Seidel Verfahren zur Lésung eines Gleichungssystems ohne
Nebenbedingungen durch einen einfachen Projektionsschritt des Lésungsvektors X am
Ende einer lteration zur L6sung des Komplementaritatsproblems erweitert werden. Die
resultierende Routine in Pseudo-Code ist in Algorithmus 2 dargestellt.

Beriicksichtigung der Reibungs-Grenzwerte Wie in Kapitel 3.1.4 beschrieben, ver-
zichtet die hier eingesetzte Formulierung auf zusatzliche Zwangsbedingungen, die die
Betrage der Reibungszwangsimpulse in Bezug zu den zugehérigen Kontaktnormalen-
zwangsimpulsen einschranken. In der vereinfachten Formulierung muss diese Bezie-
hung durch den Lésungsalgorithmus hergestellt werden.
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Algorithmus 2: Projiziertes Gau3-Seidel Iterationsverfahren zur Lésung des verein-
fachten Komplementaritatsproblems

for index = 0...numberlterations — 1 do
for zeile=0...(n—1) do
summe < 0;
for spalte = 0...(zeile — 1) do
\ summe < summe + A|zeile][spalte] - \[spalte];
end

for spalte = (zeile+1)...(n — 1) do
\ summe < summe + A|zeile][spalte] - \[spalte];
end
Mzeile] < (b[zeile] — summe)/A[zeile][zeile];
end

// Der Projektionsschritt ;
for zeile=0...n—1do
| A[zeile] «— min ((max (A [zeile], A[zeile]) , Anign[zeile]) ;
end
end

In der Gau3-Seidel Routine geschieht dies durch wiederholte Anpassung der Grenz-
werte. Immer wenn der Algorithmus eine Zeile bearbeitet, die eine Reibungszwangsbe-
dingung reprasentiert, werden die Grenzwerte vor dem Projektionsschritt aktualisiert.
Deshalb wird auch hier angenommen, dass die Reibungszwangsbedingungen immer
hinter den Kontaktnormalenzwangsbedingungen stehen, ihre Zeilennummern also im-
mer groBer als die der entsprechenden Normalenbedingungen sind. Die angepasste
Routine ist in Algorithmus 3 dargestellt. Die Methode getNormalIndex (k) liefert den
Index der Kontaktnormalenbedingung zur Reibungszwangsbedingung k.

3.5.2. Eine effiziente und problemorientierte Implementierung der
Dantzig Routine

Die sogenannte Dantzig Routine [38] dient der Lésung klassischer Linearer Komple-
mentaritédtsprobleme (LCPs). Baraff [12] stellt eine Implementierung fir die konkrete
Anwendung in Mehrkdrpersystemen vor. Diese Implementierung ist die Grundlage des
hier beschriebenen Verfahrens, ein eng verwandtes Verfahren ist auch in der Open Dy-
namics Engine [121] implementiert.

Seien 1..j die Indizes aller Zwangsbedingungen des Systems. Entsprechend repra-
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Algorithmus 3: Projiziertes GauB3-Seidel lterationsverfahren mit Behandlung der
Reibungszwangsbedingungen

for index = 0...numberlterations — 1 do
for zeile =0...(n—1) do
summe < 0;
for spalte =0...(zeile — 1) do
\ summesumme + A|[zeile][spalte] - \[spalte];
end

for spalte = (zeile +1)...(n—1) do
\ summe < summe + A|zeile][spalte] - \[spalte];
end
Azeile] < (b[zeile] — summe) /A [zeile][zeile];
end

// Anpassung der Grenzwerte der Reibungsimpulse ;
if isFrictionConstraint(zeile) then
Alow[2€ile] <— —p - N\[getNormalIndex(zeile)] ;
Anigh (Z€ile] < 1 - A\[getNormalIndex(zeile)] ;
end

// Der Projektionsschritt ;
for zeile =0...(n —1) do
\ A[zeile] <— min ((max(Aow[zeile], A[zeile]) , Anign [zeile]) ;
end
end
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sentieren die Elemente des Vektors Xl,,j die Zwangsimpulse zu den einzelnen Zwangs-
bedingungen. Die Elemente des Vektors ;. ; sind die Schlupfvariablen der einzelnen
Zwangsbedingungen und beschreiben damit die Abweichungen zwischen Soll- und Ist-
wert einer Zwangsbedingung.

Da der Algorithmus das Gesamtsystem durch schrittweise Hinzunahme weiterer
Zwangsbedingungen l6st, werden im weiteren Verlauf Teile des Gesamtsystems fol-
gendermafen identifiziert: So ist A, ;. ; eine Submatrix von A, die nur die Zeilen 1..i
und die Spalten 1..j enthalt. Ebenso seien X1 bzw. @ ; entsprechende Teil-Vektoren.

Der Algorithmus ist - verglichen mit der Gau3-Seidel Routine aus dem vorherigen
Kapitel - relativ komplex und eine laufzeiteffiziente Implementierung bedarf vieler Opti-
mierungen. Es folgt daher zunachst ein GrobUberblick in sechs Schritten, danach wer-
den die wichtigsten Teilaufgaben in Form von ,Prozeduren® im Detail beschrieben. Am
Ende erfolgt eine detaillierte Beschreibung der Hauptroutine in Pseudocode-Form.

Der grundlegende Ablauf der Dantzig Routine ist wie folgt:

1. Ausgangspunkt ist eine gultige Lésung eines Teils des Gesamtproblems, d.h. flr
A, 1, und by jist < X, > eine giiltige Lésung unter Einhaltung der zu-
gehdrigen Komplementaritatsbedingungen. Fir j = 1 ist diese LOsung trivial und
direkt bestimmbar.

Die bereits im System enthaltenen Zwangsbedingungen 1..; sind einer von zwei
Mengen zugeordnet: Entweder der zugehdrige Lagrange-Multiplikator hat den
Wert einer seiner Grenzwerte angenommen und der Fehlerwert w ist ungleich
Null. Am Beispiel der klassischen Kontaktbedingung bedeutet das: Der Kontak-
timpuls ist Null (A; = 0) und die in Kontakt stehenden Kérper bewegen sich aus-
einander (w; > 0). Solche Zwangsbedingungen werden der Menge B (Begrenzt)
zugeordnet. Oder aber der zugehdrige Lagrange-Multiplikator liegt echt innerhalb
seiner Grenzwerte (Aow,; < A; < Anign;;) Und der Fehlerwert ist gleich Null (w; = 0).
Diese Zwangsbedingungen werden der Menge N (Nicht begrenzt) zugeordnet.
Um die Darstellung des Algorithmus im Folgenden zu vereinfachen, wird ange-
nommen, die ersten n Bedingungen seien nicht begrenzt, also in N und die nach-
sten b Bedingungen seien begrenzt, also in B. Formal bedeutet dies:

N={l...)},B={n+1...(n+b)} (3.118)

2. Dem Teilproblem wird eine der noch nicht berlcksichtigten Zwangsbedingungen

127



Kapitel 3. Inverse Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren

hinzugefigt, indem die Matrix um eine Zeile und eine Spalte (A1 (j11)1.+1))
und die rechte Seite um ein Element ergénzt werden (51”(]-“)). Der zugehdrige
Lagrange-Multiplikator A;;; erhalt initial den Wert Null. Hiermit kann nun der Feh-
lerwert der neuen Bedingung w,, berechnet werden. Die Details beschreibt die

Prozedur computeError.

3. + Falls die neu hinzugekommene Bedingung j + 1 mit dem Initialwert Null far
Aj1 erfallt ist, fahre fort mit Schritt 2.

» Sonst: Suche eine Richtung A, in die Xl,.jﬂ ,geschoben® werden kann, so
dass der Fehler der neuen Zwangsbedingung w;, reduziert wird und gleich-
zeitig alle bisher enthaltenen Zwangsbedingungen 1..; Giiltigkeit behalten.
Die Details beschreibt die Prozedur findDirection.

4. Suche eine maximale Schrittweite s, um die Xl._jﬂ in Richtung AX verschoben
werden kann, so dass flr alle Bedingungen k € {1..(j + 1)} des Systems gilt:

a) Keines der Elemente \;,7 € N U j + 1 unter- oder Uberschreitet seine Grenz-
werte, d.h. es darf nicht kleiner als A, oder groBer als \;gn; Werden.

b) Keines der Elemente w;,i € BUj+ 1 andert sein Vorzeichen: Der zugehdrige
Lagrange-Multiplikator ); ist von einem seiner Grenzwerte in Richtung seines
gultigen Bereiches geschoben worden.

Die Bestimmung der maximalen Schrittweite s erflllt die Prozedur findStepSize.
Sie liefert auBerdem den Index derjenigen Zwangsbedingung zurlck, die die ma-
ximale Schrittweite am starksten einschrankt.

5. * Falls die gefundene Schrittweite kleiner Null ist, kann der Algorithmus keine
Lésung bestimmen. In diesem Fall wird nach einer kleinen numerischen Mo-
difikation der Systemmatrix ein neuer Lésungsversuch gestartet. Siehe dazu
Abschnitt ,Terminierung des Algorithmus*.

» Sonst: Schiebe den Lésungsvektor um die gefundene Schrittweite in Rich-
tung des Vektors AX: X = X + s - AN.
6. + Falls die die Schrittweite s einschrankende Bedingung die zuletzt hinzuge-
flgte 7 + 1 war, ist eine Lésung fir das vergréBerte System gefunden.

— Enthalt das System weitere Zwangsbedingungen, wird mit Schritt 2 fort-
gefahren.
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— Sind alle Zwangsbedingungen durchlaufen, ist eine Lésung fir das Ge-
samtsystem gefunden und der Algorithmus terminiert.

» Sonst: Wiederhole die Schritte 4 bis 6 so lange, bis die neu hinzugefiigte
Zwangsbedingung diejenige war, welche die maximale Schrittweite begrenz-
te.

Prozedur: computeError Fir den Lagrange-Multiplikator der neuen Bedingung j + 1
wird zunachst ein Initialwert von Null angenommen (\,;; = 0). Damit kann der Fehler-
wert der neuen Zwangsbedingung w;.; einfach bestimmt werden: w;,1 = Aj 11 (j4+1)
Xj+1 — bj41. Fir ihn werden nun vier Falle unterschieden:

1. Wiyl = 0 und )\10W7j+1 <0 und /\high,j+1 > 0:
In diesem Fall ist die Bedingung unter Einhaltung ihrer Grenzwerte erfillt. j + 1
wird der Menge N hinzugefugt.

2. wjt1 > 0und Ay j+1 = O:
Es tritt zwar eine Relativgeschwindigkeit ungleich Null in positiver Richtung auf, die
Zwangskraft flr diese Bedingung darf jedoch nicht kleiner Null werden, um dies zu
korrigieren. Der Fall entspricht der klassischen Kontakinormalenbedingung: Die
in Kontakt stehenden Korper driften auseinander, der Kontakt nimmt also keinen
Einfluss. Die Bedingung ist erflllt. Der Index j + 1 wird der Menge B hinzugefugt.

3. Wit < 0 und )\high’j+1 =0:
Wie der vorherige Fall, nur mit je umgedrehten Vorzeichen. Das Verhalten des
Algorithmus ist identisch mit dem im vorherigen Fall. Die Bedingung ist erfillt.

4. wirr #0und Aoy jp1 < 0 und Apigh i1 > 0
Dies ist der interessanteste Fall. Die neue Bedingung j + 1 ist nicht erflllt: Es tritt
eine Relativgeschwindigkeit auf, der entsprechende Grenzwert fir \; ., ist aber
noch nicht erreicht. Nur in diesem Fall erreicht die Routine Schritt 4 in der Ge-
samtbeschreibung.

Prozedur: findDirection Es wird weiterhin angenommen, dass die ersten n Zwangs-
bedingungen diejenigen sind, die innerhalb ihrer Grenzwerte liegen und die néchsten
b diejenigen, deren Lagrange-Multiplikatoren einen ihrer jeweiligen Grenzwerte ange-
nommen haben. Mit diesen Annahmen kann man die Systemmatrix A, ,,.+,1 wie folgt
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aufteilen:
A A 4
Ao = | Aly Ay O (3.119)
i a

Hierin sind A;; € R™"™, A}, € R™? und Ay € R0,
Der Vektor AX muss die folgende Form annehmen:

X
AX |G| mite= { L, falls wyy <0 (3.120)
—1, falls wy 1 >0

Erlauterung: Die ersten n Lagrange-Multiplikatoren haben ihre Grenzwerte noch nicht
erreicht (oder sind unbeschrankt). Sie kénnen also variieren, um die zugehérigen Feh-
lerwerte w; auf Null zu halten. Die Lagrange-Multiplikatoren der folgenden b Zwangs-
bedingungen haben ihre Grenzwerte bereits erreicht und weisen einen Fehler ungleich
Null auf (w; # 0). Die zugehdrigen Lagrange-Multiplikatoren werden daher nicht veran-
dert - Veranderungen im Gesamtsystem wirden zunachst zu Veranderungen am Feh-
lerwert w; fUhren. Die Veranderungen in den Fehlerwerten der Zwangsbedingungen Aw
ergeben sich durch Anwendung der Systemmatrix auf den Vektor AX:

i A+
Ai=AAM=A|0]|=|ALZ+ 5, (3.121)
e 77 +a

Da die ersten n Elemente des Vektors A« Null sein missen (die Zwangsimpulse ha-
ben ihre Grenzwerte noch nicht erreicht und die w-Werte sind Null und sollen es auch
bleiben), kann man dies umformen zu:

Ani =0 (3.122)

Lést man dies nach Z, sind alle Elemente von AX bestimmt.

Die Lésung von A& = —; ist eine der Schliisselstellen im Algorithmus, will man
eine effiziente Implementierung erreichen. Eine Mdglichkeit hierzu ist der Einsatz einer
inkrementellen LDL”-Zerlegung. Eine vollstandige Lésung des LGS besitzt eine Lauf-
zeitkomplexitat von O(n?). Tats&chlich unterscheidet sich das LGS bei jedem Aufruf des
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Lésers jedoch nur geringflgig von der Form wahrend eines friheren Aufrufs: Ein be-
stehendes System, flr das bereits eine Lésung bestimmt wurde, wird lediglich um eine
Zeile und eine Spalte erganzt. Dies geschieht immer dann, wenn ein Index der Menge
N hinzugefigt wird. Diese Tatsache kann man sich zu Nutze machen:

Sei die LDL”-Zerlegung (vgl. Anhang A.4) der symmetrischen Matrix A gegeben
durch:

A=L.-D.L" (3.123)

Seien a, b neue Zeilen und Spalten, die dem System hinzugefligt werden sollen, dann
hat die neue Zerlegung die Form:

A a\ (L D LT 1
a b)) \1T e d el
(3.124)
_ (LDL” LDI
~ \I”DLT 1”DI1 + ede”

Zur Bestimmung der vollstédndigen Zerlegung des vergréBerten Systems geht man
wie folgt vor:

LDl =a
Dl =L 'a
1=D'.-DI=D!.L!a
: (3.125)
un
"Dl +ede” =b

ede’ =b —1"DI

Die Hauptdiagonalelemente von L sind 1, i.A. ist e also die Einheitsmatrix. Damit sind 1
und d bestimmt und die Zerlegung der erweiterten Systemmatrix ist vollstéandig.

Zur Komplexitat: Sei die Matrix A € R"*", es werden eine Zeile und eine Spalte
hinzugeflgt, die Elemente «, b sind also Skalare, e = 1. Fir die Bestimmung der einzel-
nen Terme sind Berechnungen mit den folgenden Komplexitaten (in Landau-Notation)
notwendig:
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Term | Komplexitat

2

D1 | O(%)

1| O(n)
d | O(n)

Aus der neuen LDL”-Zerlegung lasst sich mit noch einmal der Komplexitat O(n?)
die neue Lésung bestimmen. Im Ganzen kann also eine Lésung des um eine Zeile und
eine Spalte erweiterten Systems mit quadratischer Laufzeitkomplexitat bestimmt wer-
den. Verglichen mit einer erneuten Gesamtlésung bietet dieses Vorgehen also ein um
eine Potenz besseres Laufzeitverhalten und leistet so einen wichtigen Beitrag, um die
Dantzig Routine laufzeiteffizient implementieren zu kénnen. In der unten beschriebenen
Routine in Pseudocode wird das Hinzufligen einer Zeile und einer Spalte zum System
immer dort durchgefthrt, wo ein Index der Menge N hinzugefligt wird.

Prozedur: findStepSize Bei der Korrektur des Fehlers in Bedingung j + 1 durch
Schieben des Vektors X in Richtung AX darf die Schrittweite s nur so grof3 sein, dass
alle im System enthaltenen Bedingungen erflillt bleiben. Um dies sicherzustellen, lauft
der Algorithmus Uber alle Zwangsbedingungen £ € N UB Ud und sucht nach der gro3t-
maoglichen Schrittweite s, bevor eine der folgenden Bedingungen verletzt wird.

« Falls \; echt innerhalb seiner Grenzwerte liegt, d.h. Aigw e < A < Apignk, Uber-
schreitet und unterschreitet auch A\, + sA\; nicht seine Grenzwerte: Aoy 1 < A +
sAN und Ap+sAN, < Ayign ). FUr die Schrittweite gilt daher: s < (Apigh: — i) /AN
bzw. s < (Aowi — Ai) /AN;,. Am Beispiel der Kontaktnormalenbedingung: Ein Kon-
taktnormalenimpuls, der bisher ,auseinanderdrickend® wirkt, darf beliebig weiter
ansteigen (Apigh,x = 00), jedoch nicht unter Null fallen (Ao, = 0), weil ein Kontakt
nicht ,ziehend® wirken darf.

» Sonst: Der Fehlerterm w;, &ndert nicht sein Vorzeichen, d.h. w, > 0 — w; +
sAwy, > 0und wy < 0 — wy + sAw, < 0. FUr die Schrittweite gilt: s < —w;/Aw;.
Far das Kontaktbeispiel hei3t dies: Driften die Kérper im Kontakt auseinander, darf
ihre relative Geschwindigkeit beliebig ansteigen, jedoch nicht unter Null fallen, da
dies eine Durchdringung zur Folge hatte.
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Spezielle Behandlung unbeschrankter Zwangsbedingungen

Fdr die Grenzwerte der Lagrange-Multiplikatoren unbeschrankter Zwangsbedingungen
Qilt: Aiow,i = —00, Anigh; = 00. lhre Fehlerterme w; mussen gleich Null bleiben. Die Ge-
samtmenge der unbeschrankten Zwangsbedingungen formt daher ein lineares Glei-
chungssystem, kein LCP. Sie kdnnen auf besonderem Wege in der Dantzig Routine
berlcksichtigt werden.

Die u nicht beschrankten Zwangsbedingungen werden als erste in der Jacobimatrix
aufgenommen und werden entsprechend durch die Submatrix A, .1 ., und die ersten u
Elemente des Vektors X reprasentiert. Zu Beginn des Verfahrens wird zunéchst durch
eine initiale LDL”-Zerlegung der Teilmatrix A, 1. €ine Lésung fir dieses Subsystem
bestimmt. Alle Indizes 1..u werden zu Beginn in die Menge N aufgenommen und der
Algorithmus lauft genauso ab, wie oben beschrieben. Der Algorithmus stellt sicher, dass
die Gleichungen der unbeschrankten Zwangsbedingungen wahrend des Hinzufligens
von Komplementaritatsbedingungen ihre Giiltigkeit behalten.

Berticksichtigung der Reibungs-Grenzwerte

Genau wie beim GauB3-Seidel Iterationsverfahren missen auch bei Einsatz der Dantzig
Routine die Grenzwerte flr die Reibungsimpulse in Abhangigkeit von den zugehdrigen
Kontaktnormalenimpulsen skaliert werden, da die hier eingesetzte Formulierung kei-
ne entsprechenden Hilfs-Zwangsbedingungen wie in den klassischen Formulierungen
(siehe z.B. Gleichung 2.37, Seite 59) einsetzt.

Das GauB3-Seidel Verfahren lauft in jeder lteration erneut Uber alle Zwangsbedingun-
gen, d.h. die Grenzwerte der Reibungskrafte kbnnen in jeder Iteration erneut angepasst
werden. Die Dantzig Routine hingegen flgt nach und nach alle Zwangsbedingungen
dem Gesamtsystem hinzu - sind einmal alle Zwangsbedingungen enthalten, terminiert
das Verfahren. Entsprechend kénnen die Reibungsimpuls-Grenzwerte nur einmalig be-
stimmt werden. Um dennoch eine moglichst gute Annaherung an die exakte Lésung zu
erhalten, werden die Reibungszwangsbedingungen als letzte in die Jacobimatrix einge-
flgt, so dass sie auch erst als letzte von der Dantzig Routine behandelt werden. Bevor
der Algorithmus die erste Reibungszwangsbedingung behandelt, werden ihre Grenz-
werte also in Abhangigkeit von den zugehdrigen Kontaktnormalenimpulsen bestimmt.
In der Pseudocode-Formulierung wird dies durch die Prozedur compileFrictionLimits()
reprasentiert. Diese Prozedur bestimmt schlicht die Maximalwerte der Reibungsimpulse
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durch Multiplikation von Kontaktnormalenimpulsen und Reibungskoeffizienten.
Algorithmus 4 beschreibt die gesamte Hauptroutine des Dantzig Verfahrens in Pseu-
docode.

Terminierung des Algorithmus

Es treten Konfigurationen auf, in denen oben beschriebener Algorithmus keine Lésung
findet. Dies auBert sich in einer maximalen Schrittweite s < 0, die die Prozedur find-
StepSize() liefert. Eine numerische Modifikation der Systemmatrix hilft, dieses Problem
zu umgehen: Wie bei einem linearen Gleichungssystem kann die Verstarkung bzw. Her-
stellung einer Diagonaldominanz der Systemmatrix A die Chance steigern, dass der Al-
gorithmus eine Lésung findet. Unter Diagonaldominanz versteht man die Eigenschaft,
dass das Hauptdiagonalelement jeder Zeile gréBer als die Summe aller anderen Ele-
mente derselben Zeile ist. Mit diesem Wissen wird die Routine wie folgt erganzt: Kann
der Algorithmus fiir ein gegebenes System keine Lésung finden, wird die diagonale Do-
minanz erhdht, indem ein konstanter Aufschlag auf die Hauptdiagonalelemente aufad-
diert wird. Kann der Algorithmus immer noch nicht |6sen, wird der konstante Aufschlag
verdoppelt und die Lésung erneut versucht. Dies wird solange wiederholt, bis eine L6-
sung gefunden werden kann oder der Aufschlag so grof3 ist, dass die Verfalschung der
Lésung so grof3 ist, dass diese nicht mehr sinnvoll ware. Tritt dieser Fall tatsachlich
einmal ein, wird fir X der Nullvektor eingesetzt und damit ein ,ballistischer Integrati-
onsschritt ohne Einfluss von Zwangskréaften ausgefihrt. Mit diesem Verfahren konnte
die Simulation in allen untersuchten Anwendungen und allen bis heute erreichten Kon-
figurationen erfolgreich fortgesetzt werden.

Als Startwert flir den additiven Aufschlag fir alle realisierten Anwendungen hat sich
1-10~* als guter Erfahrungswert herauskristallisiert. Wird 1 - 10! Gberschritten, bricht
die Routine ab und fahrt mit der ,ballistischen Lésung* X = 0 fort.

3.5.3. Vergleich und Bewertung der eingesetzten
Lésungsverfahren

Drei wesentliche Merkmale dienen dem Vergleich und der Bewertung der unterschiedli-

chen vorgestellten Losungsverfahren. Genauigkeit, Geschwindigkeit und Stabilitat. Die-

se Arbeit fokussiert konkrete, produktive Anwendungsszenarien der Verfahren. Um die-
ser Anforderung gerecht zu werden, wird auf abstrakte Referenzmodelle, wie hohe Tar-
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Algorithmus 4: Hauptroutine des Dantzig Verfahrens in Pseudo-Code

B {}
N« {}
u < numberUnlimitedConstraints() ;
if u > 0 then
N = {1..u};
XN — lgsSolve(AN,N,l;N) ;
fori=u+1...ndo
/i ist der Index der neu hinzugefligten Zwangsbedingung ;
if isFirstFrictionConstraint(i) then
| compileFrictionLimits();
wli] <= Anui - Avui — bvui s
if wli] <0 && Apigh[i] == 0 J/wli] > 0 && Ajow[i] == 0 then
B+ BUi;
else if w[i] == 0 then
| N+ NUj
else
while true do
AX < findDirection() ;
AW+ ApuiBui AX;
{stepSize, c} + findStepSize() // Zwangsbedingung c begrenzt die Schrittweite.;
if stepSize < 0 then
\ return false // Algorithmus findet keine Lésung!;
else
wp « Wp + stepSize - Awip ;
XN <+ An + stepSize - AXy ;
ifi == c then
if w(i] < 0 then
‘ )\[l] — )‘high [I] )
B <+ BUI;
else if w[i] > 0 then
‘ B <+ BUi;
else
| N+ NuUji
break // Weiter mit ndchster Zwangsbedingung!;
else
if j € N then
N+ N—c;
B+ BUc;
if )\[C} >0 && Ahigh[c} < oo then
| Ale] = Anignle]
else if A\[c] < 0 && Ajow[C] > —oo then
| Ale] + Aowlcl;

else if c € B then
N+ Nuc;
B+ B—-c;

end

end
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me aus gestapelten Boxen (vgl. [43]) oder riesige Mobiles aus dutzenden oder hunder-
ten weitgehend identischer Teilen (vgl. [17]) verzichtet.

Stattdessen kommt die Simulation eines Holzvollernters oder Harvesters als Ver-
gleichsmodell zum Einsatz. Solche Fahrzeuge sind wesentlicher Teil der modernen
Forstwirtschaft und ihre Komplexitat erfordert den Einsatz von Simulatoren in Ausbil-
dung und Training von Maschinenfiihrern. Da im Rahmen dieser Arbeit u.a. derartige
Simulatoren entwickelt wurden und die Simulation eines solchen Systems hohe Anfor-
derungen an das Lésungsverfahren stellt, bietet es sich als Referenzmodell an.

Abbildung 3.13.: Referenzmodell zur Bewertung der Losungsverfahren. Links: Visuali-
sierungsmodell. Rechts: Physikalisches Ersatzmodell.

Abbildung 3.13 zeigt den Screenshot der Simulation eines Harvesters, links das Vi-
sualisierungsmodell, rechts eine Darstellung des vereinfachten physikalischen Modells.
Die Vereinfachung besteht in der Approximation der Kollisionskérper durch geometri-
sche Primitive zur Beschleunigung der Kollisionserkennung. Das dargestellte Modell
wird vollstandig simuliert, einschlieBlich des Kranauslegers und des Harvesteraggre-
gats enthélt es 25 Drehgelenke (6x Rader, 2x Boogiegelenke, 5x Kran, 14x im Aggre-
gat), 4 Lineargelenke (im Teleskopkran und in den Hydraulikzylindern), 10 Differenzial-
bedingungen (4x im Fahrwerk, 1x im Teleskopkran, 5x im Aggregat) sowie ein Gelenk
zur Realisierung der Knicklenkung unter Berlcksichtigung einer Twistachse (freie Dre-
hung zwischen Vorder- und Hinterteil des Fahrzeugs um die Langsachse) als einen spe-
ziellen Gelenktyp. AuBerdem werden alle Motoren in Gelenken durch Zwangsbedingun-
gen realisiert. Das Fahrzeug steht auf dem Boden, daher kommen 6 Kontaktnormalen-
und 12 Kontaktreibungszwangsbedingungen hinzu. Das Modell enthélt auBerdem zwei
permanente Zyklen (gebildet durch die Hydraulikzylinder am Kran parallel zu den Kran-
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gelenken). Bei Fahrmandvern kdnnen weitere Zyklen durch Kollisionen z.B. zwischen
Aggregat und Fahrzeug entstehen. Uber Rader und Boden werden hier keine Zyklen
gebildet, da der Boden als véllig fixer Kérper keine Impulse weiterleitet.

Steht der Harvester auf dem Boden, ist zu seiner Simulation die Beriicksichtigung
von insgesamt 201 Zwangsbedingungen notwendig, die Systemmatrix A hat entspre-
chend ein GréBe von 201 Zeilen und Spalten.

Das Modell dient der Messung von Geschwindigkeit und Genauigkeit. Die Geschwin-
digkeitsmessungen beschreiben die durchschnittliche Zeitdauer zur Lésung des Kom-
plementaritatsproblems. Fir die Messung der Genauigkeit wurde folgendes Fehlermaf3
eingefuhrt: Da es sich um eine geschwindigkeitsbasierte Formulierung handelt, entsteht
an allen Zwangsbedingungen ein positions- (bzw. orientierungs-) bezogener Fehler, der
durch eine zusatzliche, positionsbezogene Fehlerkorrektur behoben werden muss (vgl.
Kapitel 3.1.5). Je ungenauer die Lésung des Komplementaritatsproblems, d.h. je un-
genauer die Zwangsimpulse (hX) die Zwangsbedingungen erfiillen, je groBer ist dieser
Fehler. Bei den Messungen wurde dazu die Fehlerkorrektur an den Gelenken vollstan-
dig abgeschaltet und eine Quadratsumme Uber alle positions- und orientierungsbezo-
genen Fehler in allen Gelenken gebildet. Als Messsystem kam ein IBM-kompatibler
PC mit einem intel® core i7 Prozessor bei 2,66 GHz Taktfrequenz zum Einsatz. Es
wurde je eine Zehntel Sekunde Echtzeit simuliert, die Schrittweite betragt 12 ms. Das
GauB-Seidel lterationsverfahren wurde mit 10, 100, 1000 und 10000 lterationen gemes-
sen. Die in Kapitel 3.5.2 beschriebene Implementierung der Dantzig Routine wurde mit
unterschiedlich groBen Diagonalaufschlagen auf die Systemmatrix ausgemessen, mit
1-1074,1-10%und 1-107°.

Ergebnis: Abbildung 3.14 zeigt die Ergebnisse der Messreihe. Aufgetragen ist der
Gesamtfehler Uber der Zeit, die Skalierung der Fehlerachse ist logarithmisch. Der Wert
,CFM® in der Legende entspricht dem additiven Diagonalaufschlag auf die Systemma-
trix.

Die Dantzig Routine bendétigte zur Lé6sung des Problems durchschnittlich 6,3 ms. Um
mit der oben beschriebenen GauB-Seidel Routine (GS) (siehe 3.5.1) ungefahr in die-
sen Laufzeitbereich zu gelangen, sind etwa 70 lterationen mdglich. An der Grafik Iasst
sich gut ablesen, dass selbst mit 100 Iterationen der Fehler in der Gau3-Seidel Routi-
ne rund 100 Mal so grof3 ist wie bei der Dantzig Routine mit einem Diagonalaufschlag
von 1-10~%. Dies ist umso erstaunlicher, bedeutet dieser Wert doch die Mdglichkeit, die
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Abbildung 3.14.: Ergebnis der Fehlermessungen der unterschiedlichen Lésungsverfah-
ren am Referenzmodell

Zwangsbedingungen relativ grof3zigig zu verletzen. Tatsachlich ist beim Referenzmo-
dell schon ein deutlich kleinerer Diagonalaufschlag ausreichend, damit das Verfahren
stets eine Losung finden kann. Der angenommene Wert war jedoch auch flir deutlich
Lproblematischere“ Modelle mit mehr Kontakten und Zyklen ausreichend, so dass er als
ein praxistauglicher Erfahrungswert gelten kann.

Diese Messung bestatigt die Erfahrungen wahrend der Entwicklungen der im Rah-
men dieser Arbeit untersuchten Anwendungen. Fir komplexe kinematische Strukturen
wie den Harvester ist die Genauigkeit der Gau3-Seidel Routine bei den mdglichen lte-
rationzahlen von etwa 70 - 100 fUr eine interaktive Anwendung nicht ausreichend. In
visualisierten 3D-Simulationen aufB3ert sich die geringere Genauigkeit durch scheinbar
~weiche“ Gelenkverbindungen. Gelenke biegen sich unter der Last der montierten Kor-
per. Abbildung 3.15 zeigt die Visualisierung des Referenz-Simulationsmodells mit der
GauB-Seidel Routine und 100 lterationen. Zwar ist hier die Fehlerkorrektur abgeschal-
tet, so dass die einmal entstandenen Fehler in den Gelenken nicht korrigiert werden.
Allein die Groe des entstehenden Fehlers verdeutlicht aber die mangelhafte Genauig-
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keit der Lésungsroutine. Die gleiche Simulationsdauer in dieser Szene lasst bei Lésung
mit der Dantzig Routine mit bloBem Auge noch keinen Fehler erkennen.

Abbildung 3.15.: Wie wirkt sich der Fehler bei der Lésung der Komplementaritatsfor-
mulierung auf die Simulation des Referenzmodells aus? In dieser Se-
quenz wird die inverse Dynamik mit der Gau3-Seidel Routine und 100
lterationen geldst, die Fehlerkorrektur durch Stabilisierung ist vollstan-
dig abgeschaltet. Die Sequenz Uberdeckt eine Realzeit von einer Se-
kunde, die Zeitschrittweite der Simulation betragt zwélf Millisekunden.

In solchen Anwendungen ist die Dantzig Routine daher klar im Vorteil. W&hrend die
GauB-Seidel Routine gleichermalBen nach beschrankten und unbeschrankten Zwangs-
bedingungen |6st, verlauft die Losung des unbeschrankten Teilsystems mit der Dantzig
Routine durch die LDL”-Zerlegung direkt und nicht iterativ. Hierdurch tritt in den un-
beschrankten Zwangsbedingungen, also z.B. den klassischen Gelenkbedingungen, ein
deutlich geringerer Fehler auf.
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Bei der Simulation von Kontaktreibung jedoch muss die Dantzig Routine einen gré-
Beren Fehler als die simple GauB3-Seidel (GS) Routine produzieren. Der Grund hierflr
liegt in der Art und Weise, wie und wann die Grenzwerte flir die Reibungsimpulse be-
stimmt werden. In GS werden die Grenzwerte in jeder lteration erneut an alle im System
wirkenden Impulse angepasst. So kann jeder Reibungsimpuls eines jeden Kontakts
Einfluss auf alle anderen Zwangsbedingungen nehmen. In der Dantzig Routine jedoch
werden die Grenzwerte nur einmalig festgelegt, nachdem die Kontaktnormalenimpul-
se bestimmt wurden. Dies hat zur Folge, dass bei der Bestimmung der Grenzwerte
eines Reibungsimpulses mdgliche Einflisse aller anderen Reibungsimpulse nicht be-
ricksichtigt werden kdnnen. Die Betrage der Reibungsimpulse fallen bei Lésung mit
Dantzig Routine tendenziell geringer aus, was sich z.B. in Fahrzeugsimulationen durch
geringere Reibung der Reifen bemerkbar macht. Fir solche Simulationen, bei denen
der Fokus eher auf Kontaktsituationen denn auf kinematischen Strukturen liegt, kann
daher gelegentlich die GS Routine die bessere Wahl darstellen.

Ein weiterer wesentlicher Vorteil der GS Routine ist die Méglichkeit, die Anzahl der
Iterationen und damit die Laufzeit und die geforderte Genauigkeit an gegebene An-
forderungen anpassen zu kdnnen. Sind keine interaktiven Bildwiederholraten gefragt,
kann mit GS so eine gro3e Genauigkeit bei der Simulation des Starrkdrpermodells mit
Reibung erreicht werden. Andererseits kdnnen in Modellen mit sehr vielen Kontakten
(und wenigen Gelenken) noch interaktive Bildwiederholraten erreicht werden. In eini-
gen Modellen mit extrem vielen Kontakten fand die Dantzig Routine nie eine Losung,
ist daher gar keine Alternative. Kapitel 4.4.1 behandelt die Simulation groBBer Stapel mit
vielen Kontaktsituationen. Dies ist ein typisches Beispiel flr ein Modell, in dem GS die
bessere Wahl ist, da die Dantzig Routine hier versagte und keine Lésung liefern konn-
te. GauB3-Seidel im Gegensatz kann hier schon bei geringer Anzahl lterationen visuell
plausible Ergebnisse liefern.

Als Faustregel lasst sich festhalten: Liegt der Fokus auf Kontakten und Reibung,
sollte GS eingesetzt werden. Sollen komplexe kinematische Strukturen und Kontakte
simuliert werden, ist die Dantzig Routine eindeutig die bessere Wahl.
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Kapitel 4.

Kontaktgraphenanalyse zur
Optimierung von Verfahren und
Modellierung

Kapitel 3 beschreibt ausfuhrlich das Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik
mit Lagrange-Multiplikatoren und damit eines der Kernelemente des im Rahmen die-
ser Arbeit realisierten Mehrkérperdynamiksimulationssystems. Fur dessen vielseitigen
Einsatz ist eine flexible, effiziente und robuste Implementierung notwendig. Als ein be-
sonders nutzliches Werkzeug zur Erreichung dieses Ziels hat sich die Kontaktgraphen-
analyse erwiesen, weshalb ihr dieses Kapitel gewidmet ist.

Der Kontaktgraph bildet die Konfiguration einer sich stetig verdndernden Szene auf
eine Graphenstruktur ab. Knoten des Graphen sind die Kérper des Systems, seine Kan-
ten werden durch Gelenke, Kontakte und weitere Zwangsbedingungen zwischen den
Kérpern impliziert. Als Pfadlange zwischen zwei Kérpern im Graphen wird in diesem
Zusammenhang die Anzahl der Kanten eines kirzesten Pfades zwischen zwei Kérpern
genutzt.

Dieser Graph wird flr die einfache und effiziente Erflllung von vier grundlegenden
Aufgaben im Simulationsablauf genutzt:

1. Die dynamische Rekonfiguration identifiziert Gruppen von Kérpern, die aus
Sicht der Dynamiksimulation als ein logischer Kérper simuliert werden kdnnen.
Dies tritt auf, wenn ein Modell vollstandig starre Verbindungen enthélt - solche
kénnen aus der Anwendungsmodellierung hervorgehen oder aber durch heuristi-
sche Verfahren zur Laufzeit einer Simulation hergestellt werden.
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2. Die automatisierte Bestimmung von Kollisionsgruppen ermittelt Gruppen von
Kérpern, deren Mitglieder untereinander nicht auf Kollisionen hin Uberprift wer-
den mussen: Bei zwei direkt Uber ein Gelenk miteinander verbundenen Koérpern
sorgen z.B. Gelenkanschlage dafir, dass keine ungewollten Kollisionen zwischen
ihnen auftreten kénnen. Eine Kollisionserkennung zwischen diesen Kérpern ist
daher Uberflssig. Da die Kollisionserkennung nur Kérper aus unterschiedlichen
Kollisionsgruppen auf Kollision hin tiberpriift, werden keine tiberflissigen Uberprii-
fungen durchgefiihrt. Damit ist diese Funktion wesentliche Grundlage der Grob-
phase der Kollisionserkennung.

3. Die Bildung von Simulationsclustern dient der Identifikation von Gruppen von
Kérpern, die vollstandig unabhangig voneinander simuliert werden kénnen, weil
sie sich untereinander weder durch Gelenke noch durch Kontakte beeinflussen.
Diese Funktion dient der Laufzeitoptimierung - aufgrund des superlinearen Lauf-
zeitverhaltens der eingesetzten Lagrange-Multiplikatoren-Methode lasst sich die
inverse Dynamik mehrerer kleiner Mehrkérpersysteme schneller bestimmen als
die eines groBen. AuBerdem lasst sich die Berechnung der einzelnen Cluster par-
allel ausfihren.

4. Die Bestimmung von Pfadlangen zwischen bestimmten Kdérpern der Mehr-
kérpersimulation. Diese Information dient dem Konzept der StoBfortpflanzung und
als Entscheidungskriterium in heuristischen Verfahren.

Alle vier Aufgaben kénnen mithilfe klassischer Algorithmen fir Tiefen- (engl.: Depth-
First Search) und Breitensuche (engl.: Breadth-First Search) gelést werden. Dies soll
im Folgenden zunachst anhand eines einfachen Referenzmodells erldutert werden.

Abbildung 4.1 zeigt das Modell eines fiktiven, mobilen Roboters, der mithilfe sei-
nes Arms Stiickgut in seinen Laderaum beférdern kann. Abbildung 4.2 zeigt die Gra-
phendarstellung dieser zwar fiktiven, aber durchaus reprasentativen Simulationsszene.
Die roten Kanten werden durch Kontakte impliziert, die griinen durch Gelenke und die
schwarzen durch starre Verbindungen. Die gestrichelte Linie symbolisiert eine tempo-
rare, starre Verbindung.
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Abbildung 4.1.: 3D-Visualisierung des Modells eines fiktiven, mobilen Roboters

Abbildung 4.2.: Der Kontaktgraph der fiktiven Beispiel-Szene

4.1. Dynamische Rekonfiguration des
Mehrkorpersystems

Im Verlauf vieler Simulationsszenarien treten Situationen auf, in denen unterschiedli-
che Korper eines Mehrkérpersystems Gruppen bilden, die ihrerseits als ein logischer,
zusammengesetzter Korper betrachtet werden kdnnen. Am Beispiel des mobilen Ro-
boters heif3t das: Angenommen, der Roboter bietet die Mdglichkeit, anstelle der La-
deflache einen zweiten Arm zu montieren. Wahrend der Modellierung eines konkreten
Anwendungsszenarios wird das eine oder andere Werkzeug ausgewahlt und mittels ei-
ner starren Verbindung mit dem Chassis verbunden. Diese Verbindung kénnte durch
ein ,starres Gelenk® realisiert werden, das sechs Zwangsbedingungen impliziert und
in der Folge alle sechs nétigen Zwangsimpulse aufbringt, um die Verbindung aufrecht
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zu erhalten. Ebenso gut lassen sich Chassis und erstes Glied des Werkzeugs jedoch
als ein logischer Kérper simulieren. Dann muss die Mehrkdrperdynamiksimulation nicht
mit sechs Zwangsbedingungen ,belastet* werden, die nur der Erhaltung einer ganzlich
starren Verbindung dienen.

Werden solche starren Verbindungen durch Kanten im Kontaktgraphen reprasentiert,
entsprechen die resultierenden Zusammenhangskomponenten genau denjenigen Kor-
pergruppen, die zu einem Starrkdrper vereinigt werden kénnen.

Doch starre Verbindungen, die aus der manuellen Modellierung resultieren, wirden
den Begriff ,dynamische Rekonfiguration“ nicht rechtfertigen. Im Verlauf der Simulati-
on des fiktiven mobilen Roboters kann es auch sinnvoll sein, klassische Gelenkverbin-
dungen temporar durch starre Verbindungen zu ersetzen: Angenommen das Fahrzeug
steht, wahrend der Arm Stickgut aufnimmt. In dieser Zeit ist es legitim, die Réder des
Fahrzeugs mit dem Chassis zu ,verschmelzen®, so dass Rader und Chassis zusam-
men als ein Korper simuliert werden kdnnen. Der wesentliche Vorteil besteht darin,
dass die durch das Radgelenk implizierten Zwangsbedingungen in der inversen Dyna-
mik nicht bertcksichtigt werden und keine entsprechenden Zwangsimpulse bestimmt
werden missen. Anhand einer Heuristik wird entschieden, dass die Gelenkverbindung
vorubergehend als starr angesehen werden darf. Im Kontaktgraphen muss eine ent-
sprechende Kante angelegt werden. Eine erneute Tiefensuche findet daraufhin veran-
derte Zusammenhangskomponenten und die Menge der zu simulierenden Starrkdrper
reduziert sich. Abbildung 4.3 zeigt die entsprechende Graphendarstellung des fiktiven
Modellbeispiels. Grau hinterlegt sind jeweils die Kérper, die in der gegenwartigen Situa-
tion als ein logischer Kdérper betrachtet werden kénnen und durch eine Tiefensuche als
eine Zusammenhangskomponente identifiziert werden.

Ebenso kann es sinnvoll sein, Teile der Ladung mit der Ladeflache zu verschmelzen,
wenn sie eine stabile Ruhelage angenommen hat, der mobile Roboter z.B. fahrt und
gerade nicht mit der Ladung interagiert. In diesem Fall kdnnen auch Arm und Fahrzeug
logisch verschmolzen werden. Ein heuristisches Verfahren entscheidet fir Teile der La-
dung und die Armgelenke, wann eine Verschmelzung sinnvoll ist und legt zur Laufzeit
der Simulation entsprechende, starre Verbindungen an. Eine erneute Tiefensuche findet
neue Zusammenhangskomponenten, die dann je als ein Starrkdrper betrachtet werden
kénnen. In Abbildung 4.4 ist die entsprechende Reprasentation im Kontaktgraphen dar-
gestellt.
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Abbildung 4.3.: Dynamische Rekonfiguration, 1-2: Steht der mobile Roboter und be-
nutzt seinen Arm, kénnen seine Rader mit dem Chassis verschmolzen
werden, ohne dass die Realitdtsnahe der Simulation beeintrachtigt wird.

Abbildung 4.4.: Dynamische Rekonfiguration, 2-2: Fahrt der mobile Roboter und be-
nutzt den Arm gerade nicht, kénnen gro3e Teile des Systems, die nicht
zum Fahrwerk gehdren, als ein logischer Starrkdrper betrachtet werden.

4.2. Automatisierte Bestimmung von Kollisionsgruppen

Nachdem die Menge der zu simulierenden Koérper des Systems ermittelt ist, kann die
Kollisionserkennung erfolgen. Noch vor der Grobphase der Kollisionserkennung (zum
zeitlichen Ablauf vgl. Kapitel 5.2) missen diejenigen Kérpergruppen identifiziert wer-
den, die strukturbedingt nicht auf Kollisionen hin Gberprift werden missen. Beispiele
aus dem Referenzmodell hierfir sind Rad und Chassis oder direkt benachbarte Glieder
des Arms. Kollisionen zwischen diesen Kérpern sind bedingt durch die kinematische
Struktur nicht méglich. Dementsprechend sollen Rad und Chassis derselben Kollisions-
gruppe angehoren. Die Kollisionserkennung betrachtet ausschlieB3lich solche Korper-
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paarungen, die unterschiedlichen Kollisionsgruppen angehdren: Die Menge der Kollisi-
onsgruppen ist die Ausgangsmenge, auf der die Kollisionserkennung arbeitet, nicht die
Menge aller Kérper im System.

Abbildung 4.5 zeigt die Graphendarstellung der Kollisionsgruppen des fiktiven Bei-
spiels. Grau hinterlegt jetzt diejenigen Korper, die einer Kollisionsgruppe zugeordnet
werden. Deutlich zu erkennen ist, dass die automatisierte Graphensuche eine im Ver-
gleich zur Menge der simulierten Kérper deutlich reduzierte Menge von Kollisionsgrup-
pen findet. Der einzige Mehraufwand wahrend der Modellierung besteht darin, das Ge-
lenk zwischen ,Kranglied 1* und ,Greifer” mit der Zusatzinformation zu versehen, dass
es die Kollisionsgruppen der angeschlossenen Kérper trennt. Im Beispielmodell ist dies
notwendig, weil Greifer und Fahrzeug kollidieren kénnen sollen. In der vorliegenden
Implementierung leistet dies die Eigenschaft ,separateColliderGroups” einer jeden Ge-
lenkklasse.

Abbildung 4.5.: Die Bestimmung von Kollisionsgruppen: Der Kontaktgraph erlaubt die
automatische Bestimmung von Kollisionsgruppen, die die Grundmenge
far die Grobphase der Kollisionserkennung bilden.

4.3. Bildung von Simulationsclustern

Ist die Kontaktpunktbestimmung abgeschlossen und sind alle Kontakte identifiziert,
kann mit der Bestimmung der inversen Dynamik fortgefahren werden, d.h. mit der Be-
rechnung von Zwangsimpulsen in Kontakten und Gelenken. Das eingesetzte Verfahren
der inversen Dynamik mit Lagrange-Multiplikatoren besitzt ein superlineares Laufzeit-
verhalten in Bezug auf die Anzahl der Zwangsbedingungen. Deshalb lassen sich zwei
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Mehrkérpersysteme der GréBe n/2 schneller 16sen als eines der Gré3e n.

Ein Mehrkdrpersystem, das nicht weiter unterteilt werden kann, wird Simulationsclu-
ster genannt. Die Suche nach Simulationsclustern stellt die geringsten Anforderungen
an eine Kante: Jeder Kontakt, jedes Gelenk und jede sonstige Verbindung zwischen
Kérpern erzwingt die Simulation der beteiligten Kérper im selben Cluster. Ohne weite-
re Intelligenz misste daher die Szene aus Abbildung 4.2 vollstédndig in einem einzigen
Cluster simuliert werden.

Flr die meisten Anwendungen ist es jedoch legitim, den Boden, auf dem sowohl der
mobile Roboter als auch ,Stickgut 1“ liegen, als vdllig fix anzunehmen. Ein vollsténdig
unbeweglicher Boden kann im Starrkérpermodell keine Auswirkung vom Roboter auf
~Stlckgut 1“ Gbertragen - entsprechend kann an dieser Stelle eben doch eine Auftren-
nung vorgenommen werden. Der fixe Boden wird schlicht in beiden Simulationsclustern
bertcksichtigt. Da er selbst als véllig unbeweglich angenommen wird, kénnen keine
Konflikte zwischen den Simulationsclustern auftreten. Abbildung 4.6 zeigt die entspre-
chende Reprasentation im Kontaktgraphen.

Abbildung 4.6.: Die Clusterbildung: In diesem Anwendungsbeispiel dient der Kontakt-
graph der Findung unabhangiger Mehrkdrpersysteme in einer Szene.
Ein vollstandig fixer Kérper kann in mehrere Cluster eingefligt werden.

4.4. Bestimmung der Kontaktpfadlange als Grundlage
far StoBfortpflanzung und Heuristiken

Die Lange des Kontaktpfades zwischen den Kérpern A und B ist die Anzahl der Kanten
eines klrzesten Pfades (also Gelenke oder Kontakte) im Kontaktgraphen zwischen den
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Kérpern A und B. Eine simple Breitensuche liefert sogar alle Pfadlangen von einem
Knoten zu allen anderen im Graphen mit linearer Zeitkomplexitat bezogen auf die An-
zahl der Kanten und die Anzahl der Knoten im Graphen. Diese Information ist Grundla-
ge fiir das Konzept der StoB3fortpflanzung (engl.: Shock Propagation). Sie dient dartiber
hinaus als Entscheidungskriterium in heuristischen Verfahren.

4.4.1. Optimierte Adaption des Prinzips der StoBfortpflanzung

Die Simulation eines Stapels mit einem Dynamiksimulationsverfahren stellt eine be-
sondere Herausforderung dar und wird daher gerne als Referenzmodell zu Vergleichs-
zwecken herangezogen. Die Schwierigkeit: Kleine Fehler in der Behandlung der ruhen-
den Kontakte zwischen je zwei Kérpern addieren sich tber die H6he eines Stapels auf
- Kdrper weit oben auf einem Stapel fihren daher in Folge kleiner Korrekturbewegun-
gen zwischen je benachbarten Koérpern schon gro3e Bewegungen durch, die far sich
betrachtet unrealistisch aussehen und schnell zum Einsturz des Stapels fihren.

Abbildung 4.7.: Anwendung der Kontaktpfadlange in der StoBfortpflanzung: Weiter
oben liegende Boxen haben keinen Einfluss auf weiter unten liegende.

Um die Simulation solcher Stapel zu stabilisieren, macht sich die StoB3fortpflanzung
das Wissen um die Position der Kérper auf dem Stapel und die Tatsache, dass es
eine unbewegliche Basis gibt, zu Nutze. Abbildung 4.7 zeigt eine zweidimensionale
Darstellung eines Stapelmodells. Die einzelnen Boxen sind je mit der Information der
Kontaktpfadlange von sich aus bis zum unbeweglichen Untergrund beschriftet. Die erste
Annahme ist nun, dass die Boxen, die direkt auf dem Untergrund lagern, keinen Einfluss
auf selbigen haben, weil seine Masse und Tragheit erheblich gréBer ist. Weiterhin wird
angenommen, dass die Boxen der zweiten Ebene keinen Einfluss auf die Boxen der
ersten Ebene haben, weil die ihrerseits durch den Boden gestitzt werden, usw..

Guendelman et al. [57] und Erleben [43] passen ihre Formulierungen der inversen
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0, 25s. 0, 5s. 0,75s. 1,0s.

Abbildung 4.8.: Das Problemmodell mit einfacher StoB3fortpflanzung: Der Stapel bleibt
wider der Physik stabil.

Dynamik an, um obige Annahmen einflieBen zu lassen. Die Algorithmen werden so an-
gepasst, dass die inverse Dynamik entsprechend der Stapelordnung von unten nach
oben bestimmt wird. Das bedeutet, fir einen im Stapel weiter unten liegenden Qua-
der existieren alle Gber ihm liegenden Quader gar nicht. Die héher liegenden Kérper
reagieren lediglich auf tiefer liegende. Adaptiert man diesen Ansatz in ein System aus
Zwangsbedingungen, missen diese derart formuliert werden, dass sie keinen Einfluss
auf im Stapel tiefer liegende Kérper haben.

Sei im Folgenden Kérper ¢ der tiefer liegende Kérper, Kérper j der hdher liegende.
Dann hatten die Teil-dacobimatrizen (vgl. mit Gleichung 3.70 auf Seite 106) die Form:

Ji:(o 0000 o) “r

L= ny ong —(ixy), —(Ax7), —(@xi),)
Diese ,kompromisslose” Interpretation der StoBfortpflanzung hat jedoch eine erheb-
liche Verfélschung der Simulation zur Folge. Abbildung 4.8 zeigt hierflr ein beein-
druckendes Beispiel: Unter der Annahme, dass alle drei Quader die gleiche Masse
besitzen, erwartet man, dass durch die Last des obersten Quaders der mittlere und der
obere kippen werden. Wendet man jedoch die StoBfortpflanzung wie oben dargestellt
an, bleibt der Stapel stabil stehen, weil der oberste Quader entsprechend der Stapel-
ordnung keinen Einfluss auf den mittleren hat.

Um diese Schwéache zu beseitigen ohne ganzlich auf den stabilisierenden Effekt ver-
zichten zu mussen, l&sst sich das Prinzip der StoBfortpflanzung auf der Ebene von
Zwangsbedingungen intelligenter einsetzen: Anstatt jeden Einfluss von im Stapel wei-
ter oben liegenden Kdrpern auf weiter unten liegende zu verhindern, Iasst sich auch
nur der Anteil unterbinden, der direkt ,gerade nach unten“ wirkt. Das heif3t, die Zwangs-
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0, 25s. 0, 5s. 0,75s. 1, 0s.

Abbildung 4.9.: Das Problemmodell mit optimierter StoB3fortpflanzung: Trotz StofB3fort-
pflanzung kippt der instabile Stapel, wie man es erwartet.

bedingung soll nur den z-Anteil (genau entlang der Gravitationsrichtung) der transla-
torischen Geschwindigkeit nicht an den tiefer liegenden Kérper weiterleiten. Die Teil-
Jacobimatrizen erhalten dann die Form:

Jz' = (—Tll —No 0 (ﬁ X ﬁ)l (ﬁ X Fl)Q (ﬁ X ﬁ)?))
(4.2)
Jj = <n1 ng N3 _(ﬁxﬁ)l _(ﬁxﬁ)Q _(ﬁXFZ)3>

Mit dieser Interpretation der Sto3fortpflanzung verhélt sich das Referenzmodell ent-
sprechend den Erwartungen und kippt. Die Sequenz in Abbildung 4.9 belegt dies. Hier-
fir sorgt das Versatzdrehmoment, das die Gewichtskraft des obersten Quaders am
mittleren hervorruft, weil sie seitlich versetzt vom Schwerpunkt des mittleren Korpers
angreift.

Obwohl diese auf gréBere Realitdtsnahe hin optimierte Interpretation der Stof3fort-
pflanzung eine weniger deutliche Verfalschung der physikalischen Gesetzmafigkeiten
in der Simulation zur Folge hat, bleibt der positive Einfluss auf die Stabilitdt von Sta-
pelsimulationen erhalten. Die Abbildungen 4.10 und 4.11 zeigen die Simulation eines
Stapels aus 240 Quadern, die erste ohne, die zweite mit eingeschalteter, optimierter
StoBfortpflanzung. Zu Beginn der Simulation treten 1982 Kontaktpunkte auf. Als L6-
sungsroutine kommt das Gauf3-Seidel Verfahren mit nur 10 lterationen zum Einsatz.
Der Fehlerkorrekturparameter k., hat jeweils den Wert 0.15, die Zeitschrittweite betragt
1/100 Sekunde. Ohne den Trick der StoB3fortpflanzung zeigt das Modell schon nach ei-
ner halben Sekunde Simulationszeit einen erheblichen Fehler - hier kommen auch die
Schwéchen der Constraintstabilisierung zur Fehlerkorrektur deutlich zur Geltung. Mit
sonst identischen Parametern jedoch eingeschalteter, optimierter StoBfortpflanzung,
bleibt dasselbe Modell stabil stehen - Ubrigens auch noch nach drei und auch nach
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t = 0.5bs t=1.0s t=1.5s t = 2.0s

Abbildung 4.10.: Simulation eines Stapels aus 240 Quadern ohne StofB3fortpflanzung.
Nach spatestens 2 Sekunden bricht der Stapel véllig zusammen.

t = 0.5bs t=1.0s t=1.5s t = 2.0s

= 3.0s t =4.0s t =5.0s t =6.0s

Abbildung 4.11.: Simulation eines Stapels aus 240 Quadern mit optimierter Stof3fort-
pflanzung. Der Stapel steht deutlich Ianger und stabiler.

sechs Sekunden.

Das ,Zusammensacken® des Stapels ohne StoBfortpflanzung lasst sich so erklaren:
Die Kollisionserkennung generiert nur dann mehr als einen Kontaktpunkt zwischen zwei
Quadern, wenn je zwei Flachen nahezu parallel zueinander liegen. Ist dies nicht der
Fall, wird nur ein Kontaktpunkt an der Stelle der tiefsten Durchdringung generiert. Wird
der notwendige Grad an Parallelitat zwischen zwei Quadern einmal nicht mehr erreicht,
ist z.B. die linke Seite eines Quaders tiefer in den unter ihn liegenden Quader eingesun-
ken, so wird nur an dieser Stelle ein einzelner Kontaktpunkt generiert. Die Fehlerkor-
rektur durch Constraintstabilisierung wird die beiden Quader nun an dieser linken Seite
auseinander dricken, so dass in nachfolgenden Schritten die rechte Seite tief einsinki.
Hierdurch tendieren Quader im Stapel zum ,Hin- und Herwackeln®, sobald ein gewisser

151



Kapitel 4. Kontaktgraphenanalyse zur Optimierung von Verfahren und Modellierung

Grad an Parallelitat erstmalig unterschritten ist. Eine Kontaktpunktgenerierung, die auch
im Falle von groBBer Nicht-Parallelitdt mehrere Kontaktpunkte generiert, wirde daher
vermutlich ebenfalls zu einer Stabilisierung beitragen. Die Tatsache, dass im Beispiel
mit eingeschalteter StoBfortpflanzung der notwendige Grad an Parallelitat jedoch nie
unterschritten wird, belegt eindrucksvoll den stabilisierenden Einfluss des Verfahrens.

Trotz der erhéhten Eigenstabilitat des Stapels ist er auBeren Einflissen gegenlber
selbstverstandlich unverandert empfindlich. Abbildung 4.12 zeigt, wie er auf ,Beschuss®
durch eine schwere Kugel reagiert.

t=20,0s t=20,25s t=20,5s t=20,75s t=1,0s

t=1,25s t=1,5s t=1,75s t =2,0s t=2,25s

Abbildung 4.12.: Auch der durch StoBfortpflanzung stabilisierte Stapel lasst sich selbst-
verstandlich durch duBBere Einwirkungen beeinflussen, wie hier durch
.Beschuss®.

4.4.2. Die Kontaktpfadlange als Entscheidungskriterium in
Aktivierungsheuristiken

In interaktiven Anwendungen, in denen umfangreiche Szenarien simuliert werden mus-
sen, ist es oft unerlasslich, Teile der Szene zu deaktivieren, d.h. solche Kérper der
Simulation, die gegenwartig keinen relevanten Einfluss auf den Gesamtablauf haben,
nicht zu simulieren. Hierdurch kann das Laufzeitverhalten deutlich verbessert werden,
ohne dass der Anwender die Deaktivierung einzelner Kérper der Simulation wahrnimmt.
Als einfaches Beispiel kann wiederum das fiktive Roboter-Beispiel aus Abbildung 4.1
herangezogen werden: Durchfahrt der Roboter eine grof3e Szenerie mit viel herumlie-
gendem Stickgut, ist es nicht notwendig, entfernte und ruhende Kérper des Stlickguts
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zu simulieren. Typische Kriterien zur Deaktivierung eines Korpers sind z.B. seine kine-
tische Energie oder schlicht seine Geschwindigkeit.

Ein wertvolles Kriterium zur Reaktivierung kann jedoch auch der Pfadabstand sein,
jetzt nicht nur zum fixen Untergrund, sondern z.B. zu den Teilen des Greifers des Ro-
boters. Unterschreitet sie einen festgelegten Wert, wird der Kérper reaktiviert und kann
vom Greifer auch indirekt liber mehrere Zwischen-Kontakte beeinflusst werden. Uber-
schreitet sie den Grenzwert, verhalt sich das entfernte Stuickgut wie ein fixer Kérper und
damit wie ein unbewegliches Hindernis. Dieses Kriterium wurde vor allem bei der Rea-
lisierung des Forwardersimulators eingesetzt. Details zur dieser Anwendung beschreibt
Kapitel 6.2.

4.5. Softwaretechnische Realisierung

Ein Kontaktgraph wird haufig zur Simulationslaufzeit modifiziert. So fihrt jeder neu auf-
tretende Kontakt zwischen zwei Kérpern eine neue Kante in den Graphen ein. Um den
Synchronisierungsaufwand zwischen Szene und einer expliziten Datenstruktur fir den
Kontaktgraphen zu vermeiden, werden im hier realisierten Framework die ohnehin vor-
handenen Klassen soweit wie moglich direkt fir die Realisierung des Kontaktgraphen
genutzt.

Abbildung 4.13 zeigt den relevanten Ausschnitt des Klassendiagramms. Knoten des
Kontaktgraphen sind die Korper und damit Instanzen der Klassen RBDRigidBody. Ent-
sprechend definiert diese Klasse die Methoden flr Tiefen- und Breitensuche. Kanten
werden immer dort impliziert, wo relative Freiheitsgrade zwischen zwei Kérpern ein-
geschrankt werden. Die Klasse RBDEdge reprasentiert eine abstrakie Kante. Abstrakt
deshalb, weil sie von einem der Graphenalgorithmen je nach Anwendung als Kante ge-
wertet werden kann aber nicht muss. Gelenke und Kontakte, die genau zwei Korper
referenzieren, beerben diese Klasse und reprasentieren damit selbst direkt eine ab-
strakte Kante. Andere Zwangsbedingungstypen wie z.B. Differenziale, die die relativen
Bewegungen von mehr als zwei Kérpern in Relation setzen, missen explizit mehrere
Instanzen der Klasse RBDEdge anlegen.

Damit aus einer abstrakten Kante eine fir die jeweilige Anwendung konkrete wird,
definiert die Klasse RBDEdge die Methode bool requires(RBDRequirement req). Mdg-
liche Requirements spiegeln die Anwendungen des Kontaktgraphen wider:

» OneBody: Eine abstrakte Kante liefert auf diese Anfrage ,true“, wenn sie impliziert,
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Abbildung 4.13.: Ausschnitt aus dem Klassendiagramm, das die flr den Kontaktgra-
phen relevanten Klassen und Beziehungen zeigt.

dass die verbundenen Kdérper als ein logischer Kérper simuliert werden kénnen.

» OneColliderGroup: Eine Kante liefert auf diese Anfrage ,true“, wenn sie impliziert,
dass die verbundenen Korper zu einer Kollisionsgruppe gehéren und deshalb
nicht auf gegenseitige Kollision hin Uberprift werden missen.

» OneCluster: Eine Kante liefert auf diese Anfrage ,true®, wenn sie impliziert, dass
die verbundenen Kérper im selben Simulationscluster behandelt werden missen.

Die Methoden fir Tiefen- und Breitensuchen nehmen als Parameter je eine Instanz
der Klasse Requirement entgegen. Ein Graphendurchlauf nutzt dann nur diejenigen
abstrakten Kanten, welche die jeweilige Anforderung (,Requirement) erfullen.

Algorithmus 5 beschreibt die rekursive Tiefensuche auf abstrakten Kanten zur Be-
stimmung von Zusammenhangskomponenten in Pseudocode. Einziger Unterschied
zum klassischen Algorithmus ist die Abfrage, ob eine betrachtete Kante die an sie ge-
stellte Anforderung (,requirement") erfallt.

Algorithmus 6 beschreibt eine iterative Breitensuche auf abstrakten Kanten. Auch die
Breitensuche kann zur Bestimmung von Zusammenhangskomponenten genutzt wer-
den. Im dargestellten Pseudocode werden jedoch die Pfadabstande zwischen einem
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Algorithmus 5: depthFirstSearch(), rekursive Tiefensuche zur Bestimmung der
Zusammenhangskomponenten im Kontaktgraphen mit abstrakten Kanten
Eingabe : Ein Kérper der Mehrkérperszene ,node” und eine Anforderung an die Kanten
(,requirement®)
Ausgabe: Die Zusammenhangskomponente des eingegebenen Kérpers als Menge von
Knoten (,connectedComponent*)

if node.myColor/= WHITE then
| return;
myColor < BLACK;
connectedComponent «+ connectedComponent U node;
foreach edge € getEdgesOf (node) do
if edge enforces(requirement) then
otherNode <+ getOtherNode (edge, node) ;
if otherNode.myColor == WHITE then
\ depthFirstSearch(otherNode, connectedComponent, requirement) ;
end
end
end

Anfangsknoten (bzw. -kérper) ,node“ und allen anderen Knoten bestimmt.

4.6. Bewertung der Verfahren der
Kontaktgraphenanalyse

Die Werkzeuge ,dynamische Rekonfiguration“ und ,automatische Bestimmung von Kol-
lisionsgruppen® dienen vor allem der Automatisierung von Modellierungsarbeiten. Beide
Arbeiten kénnten teilweise auch manuell durchgefihrt werden. Die Verfligbarkeit eines
Kontaktgraphen und seine systematische und automatisierte Analyse erlauben jedoch
ihre Automatisierung. So lassen sich z.B. aus mehreren Bestandteilen zusammenge-
setzte Modelle ohne wesentlichen Mehraufwand automatisiert mit optimaler physikali-
scher Struktur simulieren. Ein Beispiel hierfir sind die Forstmaschinensimulatoren aus
Kapitel 6: Die Modelle werden typischerweise mindestens aus den drei Teilen Fahrwerk,
Kran und Aggregat oder Greifer zusammengesetzt. Durch die automatische dynami-
sche Rekonfiguration werden der erste Kérper des Krans und die Kranbasis im Fahr-
gestell automatisch als ein logischer Kérper erkannt und simuliert, unabhangig davon,
welcher konkrete Kran gerade auf dem Fahrzeug ,montiert” ist. DarGber hinaus bietet

155



Kapitel 4. Kontaktgraphenanalyse zur Optimierung von Verfahren und Modellierung

Algorithmus 6: breadthFirstSearch(), Breitensuche zur Bestimmung des Pfadab-
standes zwischen einem gegebenem und allen anderen Kérpern im Kontaktgraphen
mit abstrakten Kanten

Eingabe : Ein Korper der Mehrkorperszene ,node“ und eine Anforderung an die Kanten
(,requirement®)

Ausgabe: Fir alle Kérper / Knoten in derselben Zusammenhangskomponente wie ,node“
werden die Pfaddistanzen zu diesem bestimmt.

if node.myColor/= WHITE then
| return;

node.distance < 0 ;

Q<+ 0;

Q <+ QU node;

while /isEmpty(Q) do

activeNode < firstElement0f (Q) ;

foreach edge € getEdges0f (node) do

if edge enforces(requirement) then

otherNode «+ getOtherNode (edge, node) ;

if otherNode.myColor == WHITE then
otherNode.myColor +— GRAY ;
otherNode.distance «+ activeNode.distance +1 ;
Q + Q U otherNode;

end

end

end

Q « Q- activeNode;

activeNode.myColor +— BLACK;

end
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sie ein wertvolles Werkzeug fur externe heuristische Verfahren, um Kérper sehr einfach
miteinander zu vereinigen und wieder aufzuteilen. Ein Beispiel hierfur sind die Fahr-
werke der Forstmaschinensimulatoren: Die Fahrzeuge besitzen sechs oder acht Rader.
Eine anwendungsspezifische Heuristik sorgt daflir, dass bei stehendem Fahrzeug die
Réader fest mit ihrer Aufhangung verbunden werden. Hierdurch lassen sich 30 (6 Rader)
bzw. 40 (8 Réader) Zeilen in der Jacobimatrix direkt einsparen. Weil als Folge hieraus
auch die betroffenen Differenziale wegfallen, fallen zuséatzlich vier bzw. sechs Zeilen
aus Differenzialbedingungen weg. Ebenso kénnen unbewegte Gelenke am Kran fixiert
werden. So kann auf Seiten der Anwendungsentwicklung durch gezieltes Anlegen von
Kanten im Kontaktgraphen in Form von ,starren Gelenken® dafir gesorgt werden, dass
zu jeder Zeit immer nur eine minimale Menge notwendiger Gelenke tatsachlich simuliert
werden muss. Dies unterstiitzt das Erreichen von hohen Bildwiederholraten der Simu-
lation, die fUr die Akzeptanz von Anwendungen wie den Forstmaschinensimulatoren im
Schulungsbereich von groBer Bedeutung sind.

Abbildung 4.14.: Referenzmodelle zur Bewertung der Clusterbildung: Links eine Simu-
lation bestehend aus Radlader, LKW und Ladegut, rechts zwei Stapel
bestehend aus je 240 Quadern

| | Modell | ohne Clusterbildung | mit Clusterbildung |

Inverse Dvnamik: Radlader 5,06 ms. 1,09 ms.
y " | Stapel 3745 s. 2464 s.

. ) Radlader 0 ms. 0,18 ms.
Clusterbildung: Stapel s 197s.

Tabelle 4.1.: Rechenzeiten zur Bestimmung der inversen Dynamik in zwei Referenzmo-
dellen jeweils ohne und mit Clusterbildung

Abbildung 4.14 zeigt zwei Referenzmodelle, an denen sich die Vorteile der Bildung
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von Simulationsclustern belegen lassen. In Tabelle 4.1 sind die Rechenzeiten flr das
einmalige Lésen der resultierenden Komplementaritatsprobleme (inverse Dynamik) und
fir das Bestimmen der Cluster aufgeflihrt. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Vorteil
der Zerlegung des Problems in mehrere kleinere Simulationscluster den Nachteil durch
den zuséatzlichen Schritt der Clusterbildung klar Gberwiegt. Naturlich ist der Vorteil nur
vorhanden, solange sich die Szene tatséchlich glunstig zerlegen lasst. Das Stapelm-
odell lasst sich in zwei gleichgroBe, das Radladermodell in mindestens drei Cluster
gleicher GréBenordnung zerlegen. In dynamischen Modellen kann diese gute Zerleg-
barkeit natlrlich nicht immer gewahrleistet werden: Verbindet man z.B. beide Stapel
durch ein gemeinsames Dach oder beladt man den Kipper mit allen Steinen und berthrt
ihn gleichzeitig mit einem Korper des Radladers, ist keine Zerlegung mehr moglich. Da
die Bildung von Simulationsclustern selbst in Relation zur Bestimmung der inversen Dy-
namik nur sehr geringe Laufzeiten aufweist, ist der Mehraufwand in solchen Fallen mit
negativem Ergebnis (keine trennbaren Cluster vorhanden) hierfir allerdings vertretbar.
Far solche Modelle, in denen Klar ist, dass nur selten oder nie eine Zerlegung méglich
sein wird, l&sst sich die Funktion in der vorliegenden Implementierung zudem abschal-
ten.

Die Kontaktpfadlange als Grundlage von Heuristiken wird in der Anwendung Forwar-
dersimulator (vgl. Kapitel 6.2) eingesetzt und bietet hier eine sinnvolle Ergadnzung ande-
rer heuristischer Entscheidungsregeln far Aktivierung und Deaktivierung von Teilen der
Simulation. Die StoBfortpflanzung bietet zwar beeindruckend stabile Simulationen von
extremen Stapeln, hat aber dennoch nur geringe Praxisrelevanz: In den in Kapitel 6 un-
tersuchten Anwendungen treten derart riesige Stapel nicht auf. In Modellen, in denen
z.B. wie im fiktiven Beispielmodell mit einem Greifer Dinge von einem Stapel aufge-
hoben werden, Iasst sich die Stapelhdhe eines Kérpers auBerdem nicht mehr sinnvoll
bestimmen, weil der Greifer zwar ,von oben* auf einen Stapel zugreifen kann, selbst
aber nur Gber einen einzelnen Kontakt (Rad - Boden) mit dem Boden verbunden ist.
Daher ist das Verfahren zumeist eher von theoretischem Interesse.
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Implementierung in einem VR-System

Die letzten beiden Kapitel haben detailliert die Verfahren behandelt, die zur Realisie-
rung einer Mehrkérperdynamiksimulation eingesetzt werden kénnen, die die Grundlage
vielseitiger Anwendungsentwicklungen sein soll. Der Schwerpunkt lag dabei auf dem
Aspekt der effizienten und robusten Bestimmung der inversen Dynamik.

In diesem Kapitel werden nun weitere wesentliche technische Aspekte des im Rah-
men dieser Arbeit entstandenen Frameworks behandelt. Die Beschreibungen dienen
als Dokumentation flir Anwender des Systems, die auf dieser Grundlage weitere An-
wendungen realisieren mdchten. Sie dienen aber auch Entwicklern, die Weiterent-
wicklungen an der vorliegenden Implementierung vornehmen mdchten. Daher wer-
den grundlegende Aspekte der Modellierung an der grafischen Oberflache ebenso
behandelt wie sehr grundlegende objektorientierte Softwarestrukturen, einige algorith-
mische Details einer laufzeiteffizienten Implementierung und natlrlich die Integrati-
on in die zeitliche Simulationssteuerung. Die zugrunde gelegte Softwareplattform ist
das am Institut fir Mensch-Maschine-Interaktion der RWTH Aachen mitentwickelte 3D-
Robotersimulations- und Virtual-Reality-System (VR-System) VEROSIM®.

5.1. Struktur der Implementierung

Die realisierte Mehrkérperdynamiksimulation ist auf drei Basis-Bibliotheken aufgeteilt:
Die Bibliothek VSLibRBDynamX ist der Kern der Implementierung. Sie behandelt Kon-
taktpunktberechnung, Kontaktgraphenanalyse, inverse Dynamik und die Animation der
Bewegungsgleichungen. VSLibRBDynMath stellt einige spezialisierte Mathematikklas-
sen und -funktionen zur Verflgung. Hierzu gehéren spezialisierte Klassen fur Matrizen
und Vektoren sowie entsprechende Funktionen, geometrische Funktionen und Funktio-
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nen und Klassen fiir raumliche Transformationen. Das VEROSIM®-Plugin VSPluginRB-
DynamX bildet die Schnittstelle zwischen VR-System und Mehrkdérperdynamikkompo-
nente. Das Plugin hat die Aufgabe, die Mehrkdrperszene entsprechend den Modellvor-
gaben zu initialisieren und zur Laufzeit Anderungen zwischen VR-System und Dynamik-
komponente in beide Richtungen zu kommunizieren. Durch eine spezielle Struktur von
VEROSIM®, aus der eine direkte Beziehung zwischen Softwareklassen und Elementen
eines Modells resultiert, kommen auch Anwender der grafischen Benutzeroberflache,
wenn auch unbewusst, direkt in Kontakt mit den Klassen aus diesem Plugin.

Neben den drei Kernbibliotheken existieren einige anwendungsspezifische Bibliothe-
ken, die zusatzliche Logik implementieren und ggf. Funktionen der Dynamiksimulation
nutzen. Zwei solche Bibliotheken sind VSPluginRBHarvester und VSPluginRBForwar-
der. Diese Bibliotheken implementieren zusatzliche Logik fur die Anwendungen ,Harve-
stersimulator” und ,Forwardersimulator und nutzen dazu Features der Dynamiksimula-
tion z.B. aus dem Bereich der Kontakigraphenanalyse. Details dieser anwendungsspe-
zifischen Funktionalitat liefern die Kapitel 6.1 und 6.2.

5.2. Der zeitliche Ablauf der Simulation

Das eingesetzte VR-System VEROSIM® ist ein modernes und vielseitiges Simulati-
onswerkzeug, das in einer Vielzahl praktischer Anwendungen verwendet wird. Ent-
sprechend der Breite der Anwendungen, vom Einsatz als 4D-Geoinformationssystem
(4D-GIS)" bis hin zum Werkzeug fiir Fabriksimulationen, ist die dynamikbasierte Mehr-
kérpersimulation nur eines von vielen unterstitzten Simulationsverfahren. Da unter-
schiedliche Simulationsverfahren gemeinsam eingesetzt werden, muss sich die zeit-
liche Steuerung nach den Vorgaben eines Simulations-Schedulers [103] richten, den
VEROSIM® vorgibt.

Jeder zu simulierende Prozess in VEROSIM® muss sich als Task beim Scheduler
anmelden. Dieser ruft die einzelnen Tasks, u.a. eben auch die Dynamiksimulation auf
und Ubermittelt die Zeitdifferenz (At), um welche die Simulation vorangetrieben werden
muss. Fir interaktive Anwendungen kommt ein ,VisuCycle“ genannter Betriebsmodus
des Schedulers zum Einsatz: Der Scheduler startet die Simulation zum Real-Zeitpunkt
to und zeichnet initial einmal die Szene. Dabei protokolliert er die vergangene Realzeit.

'Die vierte Dimension beschreibt die Zeit: Eingesetzt als GIS bietet VEROSIM® die Méglichkeit, Geoin-
formationen zu unterschiedlichen Zeitpunkten auszuwerten und darzustellen.
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Danach werden die Tasks mit der jeweils vergangenen Realzeit aufgerufen. Ein Zyklus
endet mit dem erneuten Zeichnen der Szene. Interaktive Anwendungen erfordern kurze
und mdglichst konstante Ausfiihrungszeiten der Dynamiksimulation, damit eine gleich-
manig hohe Bildwiederholrate erreicht wird und die Echtzeit eingehalten werden kann.
Echtzeitfahigkeit bedeutet, dass die Simulation und Darstellung einer Sekunde Modell-
zeit nie mehr als eine Sekunde Realzeit erfordern darf. Die Anforderungen an die Aus-
fihrungszeit lassen praktisch nur sogenannte Time-Stepping-Verfahren (vgl. Abschnitt
2.2.4) zu, d.h. die Zeitsteuerung erfolgt mit konstanter Schrittweite h. Wird die Dynamik-
simulation vom Scheduler mit einer Zeitdifferenz At > h aufgerufen, werden mehrere
Schritte der Lange h ausgeflihrt. Dabei Gberschreitet die Summe der internen Zeitschrit-
te nie At. Bleibt nach n ganzen Schritten der Lange h eine Restzeit t,..; = At—n-h Ubrig,
wird dieser Wert bis zum nachsten Aufruf der Dynamiksimulation durch den Scheduler
vorgehalten und dann auf das zu simulierende At aufgeschlagen.

Es wird bewusst kein Zeitschritt der Lange t,.; < h direkt ausgefihrt, da die inverse
Dynamik verschiedentlich aufeinanderfolgende Zeitschritte gleicher Lange erwartet, so
z.B. bei der Stabilisierung der Zwangsbedingungen (vgl. Kapitel 3.1.5).

Der Ablauf eines Simulationsschrittes der Léange h innerhalb der reinen Mehrkdrper-
simulation ist damit wie folgt:

1. Dynamische Rekonfiguration: Hat es eine Anderung in der Konfiguration der
Mehrkoérperszene gegeben, das heif3t hat sich die Menge der simulierten Korper
oder ihre Zusammensetzung im Verlauf der Simulation verandert, wird anhand des
Kontaktgraphen die Menge der zu simulierenden Kérper neu bestimmt. Details
hierzu beschreibt Kapitel 4.1

2. Kollisionserkennung und Bestimmung von Kontaktpunkten: Das System un-
terstiitzt derzeit geometrische Primitive, Dreiecksnetze, H6henfelder und Sphere-
Trees. Die Kollisionserkennung an Dreiecksnetzen basiert auf dem BVH-Verfahren
[55] (siehe Kapitel 2.3.2 ab Seite 29) der VEROSIM®-Bibliothek VSLibCollision.

3. Auswertung des Kontaktgraphen l/ll: Bestimmung von Pfadabstanden fur Stof3-
fortpflanzung und Aktivierungs-Heuristiken.

4. Auswertung des Kontaktgraphen Il/ll: Bestimmung der Simulationscluster. Gibt
es in der Szene mehrere unabhangige Gruppen zusammenhangender Korper,
die untereinander nicht interagieren, lassen sich diese leicht im Kontakigraphen
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identifizieren. Die Bestimmung der inversen Dynamik wird dann fir jeden Simula-
tionscluster einzeln ausgefuhrt.

5. Kollisionsbehandlung: Soll eine explizite Kollisionsbehandlung durchgefihrt
werden, so muss sie an dieser Stelle erfolgen. Sollen Modelle wie z.B. ein Bil-
lardspiel oder Newtons Kugelsto3pendel simuliert werden, ist eine explizite Kollisi-
onsbehandlung notwendig. Fur die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Anwen-
dungen spielen Kollisionen im Gegensatz zu ruhenden Kontakten keine Rolle. Auf
eine Kollisionsbehandlung wurde daher verzichtet. Sie lasst sich jedoch unabhan-
gig von der inversen Dynamik als eigener Schritt realisieren, z.B. entsprechend
einem iterativen Verfahren wie bei Bender [17].

6. Bestimmung der inversen Dynamik bzw. Berechnung aller Zwangsimpulse:
Dies ist der SchlUsselschritt der Mehrkérperdynamiksimulation. An seinem Ende
sind alle im Mehrkérpersystem wirkenden Krafte und Momente (bzw. Impulse und
Drehimpulse) bekannt und die Simulation kann durch Animation der Bewegungs-
gleichungen in der Zeit vorangetrieben werden.

7. Geschwindigkeitsupdate: Update der linearen und rotatorischen Korper-
Geschwindigkeiten @(t + h) = @(t) + ®(fuxt(t),i(t,t + h)) unter Berlicksichtigung
aller externer Krafte ﬁxt(t) zum Zeitpunkt ¢t und aller Zwangsimpulse hX(t,t + h),
die fUr die Einhaltung der Zwangsbedingungen im Zeitpunkt ¢ + h sorgen.

8. Positions- und Orientierungsupdate: Update von Positionen und Orientierun-
gen der Kérper auf Basis der neuen Geschwindigkeiten Z(t+h) = Z(t)+p(v(t+h)).
Hierbei wird auBerdem der inverse Tragheitstensor ©~! in Weltkoordinaten jedes
Kérpers neu bestimmt, der wahrend der Bestimmung der inversen Dynamik zur
Formulierung der inversen Massenmatrix M ! benétigt wird.

Die oben aufgefihrten acht Schritte finden sich in der Methode simulate(...) der zen-
tralen Klasse RBDScene der Bibliothek VSLibRBDynamX. Fir Entwickler ist dies der zen-
trale Einstiegspunkt in die vorliegende Implementierung.

5.3. Modellierung dynamikbasierter Simulationen

Soll ein Simulationssystem Grundlage einer Vielzahl von Anwendungen sein, kommt
der Modellierung entsprechender Modelle besondere Bedeutung zu. Bei vielen im Rah-
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men dieser Arbeit untersuchten Anwendungen besteht die folgende, typische Aus-
gangssituation: 3D-Geometriedaten, typischerweise importiert aus CAD-Daten, stehen
in VEROSIM® zur Verfligung. Die Geometriedaten werden in der VEROSIM®-eigenen
Datenbank (,VSD*) vorgehalten. Die VSD erlaubt die Anordnung von Geometrie- und
anderen Daten in kinematischen Baumen. Jeder Knoten eines kinematischen Baumes
(Instanzen von VSD3D: : Node) kann eine homogene Transformation (siehe z.B. [23]) sei-
nes Koordinatensystems in Relation zu dem seines Elternknotens definieren. Diese Da-
tenstruktur wird in VEROSIM® klassischerweise direkt zur Modellierung kinematischer
Ketten bei rein kinematischer Simulation genutzt. Eine kinematische Kette entspricht ei-
nem Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt des kinematischen Baumes. Die Anordnung
der Daten in Baumform spiegelt somit die unidirektionale Natur einer kinematischen
Kette wider: Wird die Basis bewegt, bewegt sich die gesamte Kette rickwirkungsfrei mit
ihr. Wird nur das Blattelement bewegt, bleiben die tbrigen Elemente der kinematischen
Kette hiervon unbeeinflusst. Diese Struktur widerspricht der Natur eines dynamikba-
sierten Mehrkdrpersystems, in dem sich, entsprechend Newtons drittem Axiom ,Actio
et reactio®, immer alle Kérper gegenseitig beeinflussen. Die Modellierung der Elemente
eines Mehrkdrpersystems geschieht daher nicht hierarchisch. Alle Kérper besitzen ei-
ne Position und Orientierung in Form einer homogenen Koordinatentransformation im
selben Weltkoordinatensystem.

Auch Gelenke kénnen unabhangig voneinander und von Kérpern angelegt werden.
Ihre eigene homogene Transformation beschreibt implizit ihre Position bzw. die Lage
ihrer Achsen zu Beginn der Simulation. So nutzt z.B. das Drehgelenk die z-Achse sei-
nes lokalen Koordinatensystems als Drehachse. Die Relationen zu den Koérpern, die
ein Gelenk verbindet, werden Uber explizite Referenzen am Gelenk hergestellt. Dabei
ergibt sich die Lage des Gelenks zu einem beliebigen Zeitpunkt der Simulation aus den
Lagen und Positionen der Kérper im Weltkoordinatensystem und den relativen Lagen
des Gelenks bzw. seiner Achsen in den Koordinatensystemen der verbundenen Kérper.
Diese relativen Lagen sind konstant im Verlauf der Simulation.

Die Modellierung dynamikbasierter Modelle folgt einem durch VEROSIM® vorgege-
benen Entwurfsmuster. Anstatt fir unterschiedliche Arten von Knoten in der VSD un-
terschiedliche Klassen zu definieren, erganzen sogenannte Extensions (zu Deutsch:
Erweiterungen) bestehende Knoten um neue Eigenschaften. Dieser Idee folgend bietet
die Softwarebibliothek VSPIluginRBDynamX eine Menge von Extensions an, mit denen
Knoten der VSD um physikalische Eigenschaften ergéanzt werden, zum Beispiel denen
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von Starrkérpern und Gelenken. Die folgenden Abschnitte beschreiben detailliert, wie
einfach die Modellierung dynamikbasierter Simulationen auf der Grundlage der VSD
und den Erweiterungen des Dynamiksimulationssystems maéglich ist.

5.3.1. Modellierung eines Starrkorpers

Der erste Schritt bei der Erstellung eines dynamikbasierten Modells ist die Definition
eines Korpers. Zunachst bendtigt ein Korper ein lokales Koordinatensystem, das seine
Position (i.A. nicht sein Schwerpunkt!) und seine Orientierung beschreibt. Diese Infor-
mationen kann ein Knoten vom Typ VSD3D: : Node vorhalten, im Folgenden Kérperknoten
genannt. Fir die Erganzung eines solchen Knotens um die Eigenschaft ,Starrkérper*
im Sinne der Dynamiksimulation wird er mit einer ExtensionRigidBody ausgestattet.
Bis hierher besitzt er jedoch noch keine Form, keine Masse und keine Tragheit. Diese
Informationen ergeben sich aus der Akkumulation physikalischer Grundformen, die im
Sinn der VSD-Hierarchie unterhalb des Kérperknotens angelegt sind.

Geometrie wird in der VSD durch Instanzen von VSD3D: :HullNode vorgehalten. Um
die reine Geometrie um physikalische Eigenschaften zu ergénzen, wird sie mit einer
Instanz von einer von ExtensionRigidBodyShape abgeleiteten Klasse erweitert. Die-
se Extensions erweitern Geometrien zu physikalischen Grundformen, im Folgenden
auch Shape genannt. Typischerweise werden Geometrien mit dazu passenden Shape-
Klassen ergénzt, z.B. erganzt eine ExtensionRigidBodyShapeCylinder eine Zylinder-
Geometrie. Dieses Verhaltnis ist jedoch nicht verbindlich: Shape-Klassen kdnnen selbst
alle fur die Simulation erforderlichen Informationen vorhalten. Die Trennung von visua-
lisierter und physikalischer Geometrie dient dazu, hoch detaillierte Modelle der Visuali-
sierung durch einfachere und aus Sicht der Kollisionserkennung rechenzeiteffizientere
Geometrien zu approximieren. Kapitel 6 liefert einige Beispiele fir die Simulation mit
vereinfachten physikalischen Ersatzmodellen.

Flr jeden Shape-Typen steht eine eigene Klasse zur Verfligung. Abbildung 5.1 zeigt
eine VEROSIM®-Exploreransicht? der Datenbank und die zugehérige 3D-Visualisierung
eines Starrkérpers bestehend aus zwei physikalischen Grundformen, einem Box-Typ
und einem Zylinder-Typ. Im Beispiel stimmen Visualisierung und physikalisches Modell
Uberein.

Zur Modellierung von Masse und Tragheitstensor eines Starrkdrpers sind zwei Wege

2Der VEROSIM®-Explorer ist ein dem Windows-Explorer verwandtes grafisches Oberflachenelement
zur Bearbeitung der VSD
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Abbildung 5.1.: Modellierung eines einzelnen Starrkérpers bestehend aus zwei Shapes.
Links eine Ansicht der Datenbank im Explorer, rechts die zugehdrige
Visualisierung.

vorgesehen: Beide Eigenschaften kénnen explizit an der ExtensionRigidBody hinter-
legt werden. In diesem Fall dient das Koordinatensystem des Ubergeordneten Knotens
als Referenzsystem fiir diesen Kérper, sein Ursprung ist dann der Schwerpunkt. Fir die
Prototypenentwicklung ist es hilfreich, wenn diese Eigenschaften automatisch aus der
Konfiguration der zugehérigen Grundformen abgeleitet werden. Jede Grundform besitzt
eine Masse und einen definierten Schwerpunkt. Sein Tragheitstensor wird automatisch
unter Annahme einer homogenen Massenverteilung berechnet. Gesamtmasse und -
tragheitstensor und Gesamtschwerpunkt werden dann aus den jeweiligen Teilgré3en
akkumuliert. Die Akkumulation von Tragheitstensoren behandelt Anhang A.1.2.

5.3.2. Modellierung von Gelenken

Der nachste Schritt ist die Modellierung eines Drehgelenks zwischen zwei Starrkérpern.
Abbildung 5.2 zeigt jetzt zwei Starrkérper, die tber ein Gelenk miteinander verbunden
sind. Das linke Bild zeigt eine Ansicht der Datenbank, das rechte die zugehérige 3D-
Visualisierung. Der zweite Starrkdrper (oben, ,DynamX Rigid Body 2“) wurde analog
zum ersten modelliert, besteht jedoch nur aus einem einzelnen Quader. Beide Korper
liegen auf derselben Hierarchieebene in der VSD - dies spiegelt die bidirektionale Natur
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ihrer Interaktion wider. Sie beeinflussen sich demnach gegenseitig.

4 & RigidBodyl
g relFrameTran E-::""'
4 - extensions
+ gt [DynamX Rigid Body] 1
F] ‘? [Dynamy Joint Hinge]

4 - rigidbody0

et [DynamX Rigid Body] 2
4 - rigidBody1

ot [DynamX Rigid Body] 1
4 -, outputRelativeVeloctyAlonglointAxis

e Relelb

4 - outputDeflectionAlongJointAxis

- W Angle

\. :_._...- =l=

4 -

- P [Dynam¥ Servo Motor]
> g Extensions

* o chilaMNoaes
4 [ RigidBody2

» =g relFrameTransform
d - extensions
+ gt [DynamX Rigid Body] 2

Abbildung 5.2.: Modellierung eines Drehgelenks zwischen zwei Starrkdrpern. Das
Drehgelenk referenziert die Korper, die es verbindet, einen Motor, der
es antreibt und zwei Ausgange, Uber die kinematische Sensorwerte des
Gelenks ausgegeben werden.

Der Knoten des ersten Starrkérpers (,DynamX Rigid Body 1) wird mit der Extensi-
on ,[DynamX Joint Hinge]“ vom Typ ExtensionJointHinge erweitert. Diese Erweiterung
verleiht ihm die Eigenschaft, als Gelenk zu fungieren. Das Gelenk referenziert die bei-
den Kérper, die es verbindet (Referenzen ,rigidBody0“ und ,rigidBody1“). Initiale Orien-
tierung und Position des Gelenks (vgl. Kapitel 3.2.1) definiert das Koordinatensystem
des Knotens, zu dem es gehdrt: Sein Ursprung ist die Position, die z-Achse (blau) wird
zur Drehachse des Gelenks. Im Verlauf der Simulation ergeben sich Position und Ori-
entierung des Gelenks aus ihrer initialen, relativen Lage zu den verbundenen Kérpern
sowie deren absoluter Lage und Position. Im Beispiel nutzen die Extensions ,[DynamX
Joint Hinge]“ und ,[DynamX Rigid Body] 1“ denselben Knoten ,RigidBody1“ als Koordi-
natensystem. Dies ist nur eine Mdglichkeit der Modellierung. Soll die nicht-hierarchische
Natur des Mehrkérpersystems deutlicher hervorgehoben werden oder kann das Koor-
dinatensystem eines Kérperknotens nicht entsprechend ausgerichtet werden, so kann
die Gelenk-Extension auch an einem beliebigen anderen Knoten hangen, der dann frei
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|Gelenktyp [Klassenname [Freiheitsgrade |
Drehgelenk ExtensiondointHinge [rot. (z)
Lineargelenk ExtensiondJoint- transl. (z)

Prismatic
Kardangelenk |ExtensiondJoint- rot. (z)

Universal rot. (x)
Kugelgelenk ExtensiondointBall-  [rot. (x)

InSocket rot. (y)

rot. (z)

SchraubengelenkExtensionJointScrew |rot./transl. (z)
Gedampftes ExtensionJointWheel- rot. (z)

Drehgelenk Suspension transl. fd (x)
Gedampftes, ExtensionJoint- rot. (z)
gelenktes Dreh-|SteeredWheel- rot. (x)
gelenk Suspension transl. fd (x)
Dampfer linear |ExtensiondJoint- transl. fd (z)
PrismaticSpring-
Damper

Tabelle 5.1.: Ubersicht Giber verfiigbare Gelenktypen, die jeweils als Freiheitsgrade ge-
nutzten Achsen (rotatorisch/translatorisch, x, y, z) des Koordinatensy-
stems und ggf. die Information, welche Achse als Feder-Dampfer-System
(fd) ausgelegt ist

ausgerichtet werden kann. Unter pragmatischen Gesichtspunkten bietet es sich aller-
dings haufig an, fir Gelenk und Kérper denselben Knoten zu nutzen.

Andere Gelenktypen werden analog zum Drehgelenk modelliert. Sie nutzen als Ach-
sen ggf. mehr oder andere Basisvektoren ihres jeweiligen Koordinatensystems. Neben
den frei beweglichen Achsen bietet das System auch Gelenke mit solchen Achsen, ent-
lang derer die Bewegung einem Feder-Dampfer-Modell entspricht. Tabelle 5.1 liefert ei-
ne Auflistung der meist genutzten Gelenktypen und der jeweils genutzten Basisvektoren
zur Definition der Freiheitsgrade. Es lassen sich viele weitere, auch abstrakte Gelenk-
typen, wie z.B. ein ,Ebenengelenk® realisieren - fur die hier betrachteten Anwendungen
bestand jedoch keine entsprechende Anforderung.

Uber Ausgange (VSDIO::0Output) werden kinematische Sensorwerte bereitgestellt,
die an Gelenken oder Kérpern wahrend der Simulation ohnehin bestimmt und haufig
bendtigt werden. Uber das Input/Output-Framework in VEROSIM® kdénnen diese Werte
sehr einfach und direkt anderen Simulationskomponenten zur Verflgung gestellt wer-
den.
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5.3.3. Modellierung von Antrieben

Das modellierte Gelenk soll nun noch einen Antrieb erhalten, um eine Bewe-
gung erzwingen zu kénnen. Hierzu stehen wahrend der Modellierung drei Motorty-
pen zur Verfugung: Der kraftbasierte Motor (,DynamX Force Based Motor®, Klas-
se ExtensionForceBasedMotor) wendet im Mehrkérpersystem explizit ein vorgege-
benes Drehmoment bzw. eine vorgegebene Kraft auf. Diese Krafte oder Momen-
te sind dann Teil des Vektors f der wirkenden Krafte, vgl. Gleichung 3.21 auf Sei-
te 86. Die geschwindigkeits- und positionsgestellten Motoren (,DynamX Velocity Ba-
sed Motor, Klasse ExtensionVelocityBasedMotor und ,DynamX Servo Motor, Klas-
se ExtensionServoMotor) werden beide durch Einbringung kinematischer Zwangsbe-
dingungen realisiert. Wahrend der geschwindigkeitsbasierte Motor direkt eine Sollge-
schwindigkeit als rechte Seite b der Zwangsbedingung nutzt, verwendet der Positions-
steller eine PID-Regelung, um aus der Abweichung zwischen Soll- und Istwert der
Auslenkung eines Gelenks eine Sollgeschwindigkeit zu bestimmen und sie als rech-
te Seite der Zwangsbedingung einzusetzen. Entsprechende Parameter sind am Motor
anzugeben. Die Realisierung von Motoren durch Zwangsbedingungen behandelt Ka-
pitel 3.2.8. Ist eine Motorinstanz angelegt, muss sie lediglich am Gelenk referenziert
werden, um aus einem freilaufenden ein angetriebenes Gelenk zu machen. Am Motor
selbst kdnnen alle notwendigen Eigenschaften des Antriebs vorgenommen werden, wie
zum Beispiel das maximal aufzubringende Moment, die Referenzierung eines Sollwert-
eingangs, Skalierungsfaktoren usw.. Gelenktypen, die mehr als einen Motor unterstut-
zen kdnnen, zum Beispiel das Gelenk fir die kombinierte Vorderradaufhangung (Klasse
ExtensionSteeredCarWheelSuspension, vgl. Kapitel 3.4.4), kdbnnen auch mehrere, un-
abhangige Motoren referenzieren.

Dasselbe Modellierkonzept wird auf jedes beliebige Modell angewendet. Abbildung
5.3 zeigt einen Screenshot von der Ausmodellierung der dynamischen Komponenten
eines Laufroboterbeins.

5.3.4. Modellierung von Differenzialgetrieben

Differenzialgetriebe beziehen sich auf mehrere Gelenke und kommen in verschiedenen
Anwendungen zum Einsatz. Im Folgenden werden zwei typische Anwendungsszenari-
en beschrieben.
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Abbildung 5.3.: Ausmodellierung eines Laufroboterbeins mit dem vorgestellten Model-
lierkonzept in VEROSIM®

Direkte Kopplung zweier Drehgelenke

Die erste Anwendung eines Differenzialgetriebes behandelt die direkte Kopplung zweier
Drehgelenke. Ein typisches Anwendungsbeispiel zeigt Abbildung 5.4, rechts: Zu sehen
ist der Greifer eines Holz-Forwarders. Die beiden gelben Zangen sind je Uber ein Dreh-
gelenk mit der grauen Basis verbunden. In Realitat sorgt eine mechanische Kopplung
daflr, dass linke und rechte Zange immer die jeweils gleiche Auslenkung zur Basis
haben.

In der Simulation wird dies durch ein Differenzialgetriebe nachgebildet, Abbildung
5.4 links zeigt die Exploreransicht der Datenbank. Wie im vorherigen Beispiel sind linke
und rechte Zange je Uber ein Drehgelenk (,DynamX Joint Hinge®) mit der Basis ver-
bunden. Nur das Gelenk der gro3en Zange (links) verweist auf einen Antriebsmotor. An
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der kleinen Zange findet sich eine Instanz von ,DynamX Joint Differential®, die auf bei-
de Drehgelenke verweist. Die Eigenschaft ,transmissionRatio* (Ubersetzungsverhalt-
nis) des Differenzials hat den Wert 1,0 oder -1,0, je nach Orientierung der Drehgelenke.
So wird die kleine Zange immer analog zur groBen Zange mitbewegt. Der Motor an
der groBen Zange muss durch die zusatzliche differenzielle Relation nun auch die klei-
ne Zange mitbewegen. Sein maximales Moment muss also fir die Bewegung beider
Zangen ausreichen.

Bei dieser Anwendung handelt es sich um ein positionsbezogenes Differenzial: Tat-
sachlich sollen nicht nur die Geschwindigkeiten der beiden Zangen relativ zur Basis
gleich gro3 sein, sondern auch ihre Auslenkungen. Daher ist bei diesem Differenzi-
al die Korrektur eines potenziellen Fehlers notwendig. Um sie zu aktivieren, besitzen
alle von ExtensionJointDifferential abgeleiteten Klassen die Eigenschaft ,correct-
PositionalConstraint®. Wird diese Eigenschaft ,true” gesetzt, sorgt die Fehlerkorrektur
am Differenzial (vgl. Kapitel 3.4.2) dafr, dass nicht nur die geschwindigkeitsbezogene,
sondern auch die positionsbezogene Zwangsbedingung eingehalten wird.

Abbildung 5.4.: Modellierung eines Differenzialgelenks zur direkten Kopplung zweier
Drehgelenke.
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Radantrieb tber freilaufendes Querdifferenzial

Abbildung 5.5 zeigt einen Ausschnitt der Exploreransicht eines PKW-Modells. Der Aus-
schnitt stellt nur die beiden Differenziale fir vorne und hinten dar. Jedes Differenzial
verbindet ebenfalls je zwei Drehgelenke links und rechts. Statt eines Motors an einem
der Drehgelenke, wie in den vorhergehenden Beispielen, sind die Gelenke jetzt ohne
Antrieb, dafir besitzt jedes Differenzial einen eigenen Motor. Diese Modellierung bil-
det ein mechanisches, freilaufendes Querdifferenzial nach. Die Zwangsbedingung, die
durch das Differenzial impliziert wird, lautet: Die Summe der Geschwindigkeiten von
linkem und rechtem Rad ist gleich der Geschwindigkeit des Motors. Als Ubersetzungs-
verhaltnis am Differenzial wird wiederum 1,0 bzw. -1,0 angesetzt.

Hier kann auf die Korrektur des positionsbezogenen Fehlers verzichtet werden. Da
die Rader eines Autos in ihrer Auslenkung um die Rotationsachse nicht begrenzt sind,
fallen kleine Abweichungen zwischen den Auslenkungswinkeln nicht auf. Die Eigen-
schaft ,correctPositionalConstraint“ kann daher auf ,false” gesetzt werden.
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Abbildung 5.5.: VEROSIM®-Exploreransicht der Modellierung von zwei angetriebenen
Querdifferenzialen in einem PKW-Modell.

Weitere Anwendungen von Differenzialen

Viele weitere Anwendungen sind mdglich. So kénnen mithilfe der Eigenschaft ,trans-
missionRatio“ auch beliebige Getriebelbersetzungen simuliert werden. Auch kann die
Klasse ,DynamX Joint Differential® unterschiedliche Gelenktypen referenzieren, bei-

171



Kapitel 5. Implementierung in einem VR-System

spielsweise ein Linear- und ein Drehgelenk. Mit dieser Konstruktion lasst sich die Um-
setzung von rotatorischer auf lineare Bewegung und umgekehrt simulieren, dank der
direkten Abbildung auf Zwangsbedingungen (vgl. Kapitel 3.4.2) immer unter korrekter
Bertcksichtigung der dynamischen Zusammenhange.

5.3.5. Modellierung dynamikbezogener Sensoren

Zwangsimpulse, die wahrend der Dynamiksimulation bestimmt werden, kdnnen auch
fir andere Anwendungen neben der reinen Bewegungsanimation interessant sein. Da
sie zur Simulation ohnehin bestimmt werden muissen, kénnen sie anderen Simulations-
komponenten ohne zusatzlichen Rechenaufwand zur Verfligung gestellt werden. Hierzu
wurden fiir die Mehrkdrperdynamiksimulation in VEROSIM® in der Bibliothek VSPlug-
inSensorSimRBDynamX einige Sensorsimulationen implementiert, die diese Gré3en
einfach und flexibel verfigbar machen.

Der Motorkraftsensor (ExtensionMotorForceTorque, Abbildung 5.6, links) erweitert
einen geschwindigkeitsbasierten Motor und liefert dessen aktuelles Drehmoment bzw.
dessen aktuelle Kraft. Der Kontaktkraftsensor (ExtensionContactForce, Abbildung 5.6,
mitte) erweitert einen Starrkérper und liefert die Summe aller Kontaktkréfte, die gegen-
wartig auf ihn einwirken. Der Kraft-/Momentsensor (ExtensionForceTorque6DOF, Abbil-
dung 5.6, rechts) schlief3lich erweitert eine starre Verbindung (ExtensionJointRigid)
zwischen zwei Starrkdrpern und liefert an sechs Ausgangen drei Kraft- und drei Mo-
mentwerte, die zur Aufrechterhaltung der starren Verbindung notwendig sind. Selbst-
verstandlich kann dieser Sensor nur dann Kraft- und Momentwerte liefern, wenn die
starr verbundenen Kérper nicht durch die Dynamische Rekonfiguration (vgl. Kapitel
4.1) verschmolzen werden. Dazu bietet die Klasse (ExtensionJointRigid) die Eigen-
schaft ,forbidUnification®, die diesen Vorgang unterbindet.

Die Verbindung von Sensorsimulationen und Visualisierungsmetaphern liefert spek-
takulare Darstellungen: Abbildung 5.7 zeigt ein Modell des DFKI [2] Scarabaeus Laufro-
boters. Die Ausgaben der Motorkraftsensoren werden genutzt, um die entsprechenden
Motoren je nach gegenwartiger Last einzufarben. Analog dazu reprasentiert die Farbe
der FlBe die gerade auf sie wirkenden Kontaktkrafte.
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Abbildung 5.6.: Anordnung von Kraft-/Momentsensoren in der VEROSIM®-Datenbank,
v.l.: Motordrehmoment, Kontaktkraft, 6-DOF Kraft-/Momentsensor

Abbildung 5.7.: Farbliche Kodierung der auftretenden Motormomente und FuB3kontakt-
krafte am Modell des Scarabaeus Laufroboters des DFKI [2]
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5.4. Objektorientierte Softwarestrukturen des Systems

Im Rahmen der Realisierung des Mehrkdrperdynamiksimulationssystems in
VEROSIM® ist mit VSLibRBDynamX eine umfassende Softwarebibliothek entstanden.
Die folgenden Abschnitte erlautern einige grundlegende Strukturen und Konzepte
dieser Bibliothek.

5.4.1. Klassenstruktur fir die Kollisionserkennung

Abbildung 5.8 zeigt den Ausschnitt des Klassendiagramms, der die wichtigsten Klassen
und Zusammenhange fir den Bereich Kollisionserkennung darstellt.

Ausgangspunkt der Kollisionserkennung sind Kollisionselemente und damit Instan-
zen der Klasse RBDCollisionDetectionElement und ein Grobphasenalgorithmus, sei-
nerseits eine Instanz der Klasse RBDBroadPhaseCD, zum Beispiel ein gleichmaBiges
Gitter (Klasse RBDCollisionGrid). Natdrlich verweist ein Grobphasenalgorithmus auf
mehrere Kollisionselemente. Jedes Kollisionselement kann jedoch auch mehreren
Grobphasenalgorithmen zugeordnet werden. Diese Mdéglichkeit nutzt z.B. die Anwen-
dung ,Harvestersimulator® zur Reduzierung des relevanten Umgebungsmodells, vgl.
Kapitel 6.1.1. Das Kollisionselement deklariert alle notwendigen Methoden fir einen
Grobphasenalgorithmus, zum Beispiel zur Abfrage einer achsenparallelen Bounding
Box (AABB) und triggert ggf. die Aktualisierung der Grobphasenalgorithmeninstanzen,
denen es zugeordnet ist.

Drei Klassen sind vom Kollisionselement abgeleitet: Das RBDSceneElement6D0F be-
schreibt ein Element der Simulationsszene, welches eine Masse, einen Tragheitstensor,
eine Position und eine Orientierung besitzt. Hierunter fallen die Starrkérper selbst (In-
stanzen von RBDRigidBody) sowie die physikalischen Grundformen der Kérper (Instan-
zen von RBDShape). Wéahrend der Modellierung werden Starrkdrper aus physikalischen
Grundformen zusammengesetzt. Zur Laufzeit kann ein Starrkérper jedoch auch ande-
re, ebenfalls zusammengesetzte Starrkérper enthalten. Damit erfiillen die drei Klas-
sen RBDSceneElement6DOF (,Component), RBDRigidBody (,Composite“) und RBDShape
(,Leaf*) das klassische Entwurfsmuster ,Composite” [51]. Diese Struktur ist eine der
Grundlagen zur Implementierung des Mechanismus der Dynamischen Rekonfiguration
aus Kapitel 4.1. Sollen mehrere Starrkdrper als ein logischer Kérper simuliert werden,
wird zunachst eine neue Instanz von RBDRigidBody erzeugt, die die logische Vereini-
gung reprasentiert. Dann werden die zu vereinigenden Koérper der neuen Instanz als
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Kinder hinzugefiigt. Aus Sicht der Mehrkérperdynamiksimulation wird dann nur noch
die neu erzeugte Instanz simuliert, die urspriinglichen Kérper werden durch ihr Eltern-
Element lediglich ,mitbewegt“. Aus Sicht der Kollisionserkennung enthélt die logische
Vereinigung alle Geometrien ihrer Kind-Elemente, unabhéngig davon, ob es sich um
Starrkérper oder nur um physikalische Grundformen handelt.

Abbildung 5.8.: Ausschnitt des Klassendiagramms mit Fokus auf die relevanten Ele-
mente fur die Kollisionserkennung

Instanzen der Klasse RBDColliderGroup gruppieren solche Starrkdrper, die zu einer
kinematischen Struktur gehéren, wie einem Roboterarm oder z.B. Chassis und Rader
eines Fahrzeugs, so dass diese nicht untereinander auf Kollision hin tGberpraft wer-
den. Selbstverstandlich hat der Anwendungsentwickler Einfluss auf diese Gruppierung:
Wenn Selbstkollisionen erwilinscht sind, kann diese Gruppierung unterbunden werden.
An der VEROSIM®-Benutzeroberflache bietet jede Instanz eines Gelenks hierzu die
Eigenschaft ,separateColliderGroups®.

Das RBDConstCollisionDetectionElement dient der einmaligen Abfrage von Kollisi-
onskandidaten zu einer konstanten, achsenparallelen Bounding Box und kommt z.B. in
der Anwendung Harvestersimulator zum Einsatz.
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Die Detailphase der Kollisionserkennung Gbernehmen Instanzen der von RBDNarrow-
PhaseCD abgeleiteten Klassen. Jede dieser Klassen bietet Algorithmen fir die Detail-
phase der Kollisionserkennung zwischen bestimmten Typen physikalischer Grundfor-
men, z.B. zwischen geometrischen Primitiven oder zwischen Sphere-Tree und Heigh-
field. Im abstrakten Grobphasenalgorithmus (RBDBroadPhaseCD) liefert die Methode
JindNarrowPhaseAlgorithm“ den jeweils passenden Detailphasen-Algorithmus fur ein
auf Kontakte hin zu untersuchendes Paar von Grundformen (RBDShape).

Der GroBteil der Kollisionskdrper in den bis heute realisierten Anwendungen basiert
auf geometrischen Primitiven, also Boxen, Kugeln und Zylindern mit Halbkugelkappen,
genannt ,Cylspheres”. Die Detailphase der Kollisionserkennung an solchen Primitiven
ist relativ schnell und robust. Eine Erweiterung um weitere geometrische Grundkérper
ist jedoch relativ aufwandig, da fir jede mdgliche Kollisionspaarung eine eigene Rou-
tine entwickelt werden muss. Auch die Entwicklung einzelner Routinen ist durchaus
nicht trivial: Wahrend fir die o.g. drei Grundtypen noch relativ einfache Ansatze zur
Bestimmung von Kontaktpunkten gefunden werden kénnen, ist z.B. die Bestimmung
von Kontaktpunkten, Kontaktnormalen und Durchdringungstiefe zwischen zwei beliebig
orientierten Zylindern kein triviales Problem.

Flr beliebige Polyeder steht daher eine einfache Variante der Sphere-Trees (Klas-
se ExtensionRigidBodyShapeOctSphereTree) zur Verflgung. Hiermit werden Polyeder
durch einen hierarchischen Baum aus Kugeln approximiert, wodurch eine relativ ein-
fache aber effiziente Kontaktpunktbestimmung maoglich wird. Das Verfahren entspricht
dem von O’Sullivan und Dingliana [98].

Beispiele fir Modelle aus geometrischen Primitiven finden sich in Kapitel 6. Abbil-
dung 5.9 zeigt ein Beispiel der Approximation einer Karosserie durch einen Sphere-
Tree. Die Eigenschaft LOD (engl.: Level of detail) beschreibt jeweils die Tiefe des
Sphere-Trees.

5.4.2. Klassenstruktur zur Einbringung von Zwangsbedingungen

Abbildung 5.10 zeigt den Ausschnitt des Klassendiagramms, der alle fUr die Einbringung
von Zwangsbedingungen relevanten Klassen und Zusammenhéange darstellt.
Ausgangspunkt hierfir ist die Gesamtszene (Instanz von RBDScene), die alle Starr-
kérper (RBDRigidBody) und alle Quellen fur Zwangsbedingungen (Instanzen der Klas-
se RBDConstraintResource) enthadlt. Anhand der Zusammenhange im Kontaktgraphen
werden zur Laufzeit Simulationscluster (RBDCluster) erzeugt. Jedem Simulationscluster
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LOD=2 LOD=3 LOD=4

LOD=5 LOD=6 LOD=7

Abbildung 5.9.: Approximation des Polyeder-Modells einer Fahrzeugkarosserie durch
einen Oct-Spheretree fur die Kontaktpunktberechnung bis zur Baum-
tiefe LOD=7

werden die ihm zugehdérigen Starrkdrper und Zwangsbedingungen zugeordnet.

Im Falle eines Clusters, der mit dem Lagrange-Multiplikatoren-Verfahren arbeitet
(RBDClusterLagrangeMultiplier), muss hierin die Jacobimatrix der Zwangsbedingun-
gen formuliert werden. Hierzu deklariert die Klasse RBDConstraintResource die bei-
den Methoden addEqualityConstraints(...) und addComplementaryConstraints(...). In-
nerhalb dieser Methoden flgt jede RBDConstraintResource individuell Zeilen zur Ja-
cobimatrix und zu den zugehérigen rechten Seiten der Gleichungen (Vektor &) hin-
zu. In addComplementaryConstraints(...) werden auBBerdem Grenzwerte fir die auf-
zubringenden Zwangsimpulse (XIOW,Xhigh) definiert. Die Unterteilung in Equality- und
Complementary-Zwangsbedingungen ist erforderlich, da die eingesetzten Ldsungs-
routinen annehmen, dass die vorderen Zeilen der Jacobimatrix die kraftmaBig unbe-
schrankten, also Equality-Constraints enthalten und die hinteren Zeilen die kraftmaBig
beschrankten, also Complementary-Constraints.

Alle Klassen, welche die Einbringung von Zwangsbedingungen erlauben, sind von
RBDConstraintResource abgeleitet:

* RBDJoint ist die Oberklasse aller ,klassischen Zweikérpergelenke wie Dreh-
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Abbildung 5.10.: Ausschnitt des Klassendiagramms mit Fokus auf die relevanten Ele-

178

mente fir die Einbringung von Zwangsbedingungen

gelenk (RBDJointHinge), Lineargelenk (RBDJointPrismatic), Kardangelenk
(RBDJointUniversal) oder Kugelgelenk (RBDJointBallInSocket). Vom Drehge-
lenk existieren zwei weitere Spezialisierungen: Der RBDJointHingeDamped1D flgt
dem Drehgelenk orthogonal zur Drehachse eine lineare, Feder-Dampfer-Achse
hinzu. Dieses Gelenk kommt als Hinterradaufhangung in Fahrzeugsimulationen
zum Einsatz. Der RBDJointSteeredCarWheel ist die Klasse der in Kapitel 3.4.4
beschriebenen integrierten Vorderradaufhangung.

Instanzen von RBDContact reprasentieren einen ruhenden Kontakt.

RBDJointDifferential ist die Oberklasse aller Differenzialgelenke, z.B. zwischen
zwei Drehgelenken (RBDJointHingeDifferential), zwischen zwei Lineargelen-
ken (RBDJointPrismatic) oder zwischen einem Linear- und einem Drehgelenk
(RBDJointHingePrismaticDifferential).

RBDRigidBodyDirectControl dient der direkten Kontrolle eines Starrkdrpers in
allen sechs Freiheitsgraden, z.B. mittels einer 3D-Maus oder eines Trackingsy-
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stems. Anwendungsbeispiele liefert Kapitel 6.4.2.

5.5. Laufzeitoptimale Ausfuhrung notwendiger
Matrixmultiplikationen

Die Formulierung fir die inverse Dynamik in Gleichung 3.21 auf Seite 86 enthalt einige
grof3e Matrixmultiplikationen. Die betroffenen Matrizen besitzen spezielle dinn besetz-
te Strukturen, die sich wahrend ihrer Multiplikation zur Optimierung der notwendigen
Rechenzeit ausnutzen lassen.

Abbildung 5.11.: Struktur der diinnbesetzten Matrizen J, M~! und J*. Nur die schwarz
eingefarbten Bereiche enthalten Werte ungleich Null.

Den gréBten Rechenaufwand unter den Matrixmultiplikationen erfordert die Bestim-
mung der Systemmatrix A = JM~*JT . Abbildung 5.11 zeigt eine grafische Darstellung
dieses Produkts. Die Jacobimatrix der Zwangsbedingungen J enthalt eine Zeile fur je-
de Zwangsbedingung. Jede Zeile enthalt fir jeden Kérper, auf den sie sich bezieht, je
einen Eintrag mit maximal sechs von Null verschiedenen Werten. Die Massenmatrix M
enthalt entlang ihrer Hauptdiagonalen je drei Mal die Masse eines Kdrpers, dann den
zugehdrigen 3 x 3-Tragheitstensor.

Sei n die Anzahl der Kérper im System und m die Anzahl der Zwangsbedingungen,
dann gilt fir die Dimensionen der Matrizen:

Mfl c R6n><6n

(5.1
J c Rmxﬁn )

Nutzt man die Dinnbesetztheit der Matrizen nicht aus, besitzt die Multiplikation von
M~!.JT eine Komplexitat von O(mn?), die von J-(M~J7) eine Komplexitat von O(nm?).
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Unter Ausnutzung der Dinnbesetztheit lassen sich diese Komplexitaten jedoch deutlich
reduzieren.

Zunachst sollten beide Matrizen speicherplatzeffizient abgelegt werden. Tatsachlich
wird die Massenmatrix gar nicht explizit als eigene Instanz vorgehalten. Jeder Korper
speichert seine inverse Masse (1/m) und seinen inversen Tragheitstensor (©~!). Da
sich die inverse Massenmatrix M~! des Mehrkdrpersystems wegen ihrer Bandstruktur
auf analogem Wege wie die nicht inverse konstruieren l&sst (vgl. Kapitel 3.1.1), erlaubt
eine Liste aller Kérper des Systems daher implizit den Zugriff auf ihre Elemente.

Die Jacobimatrix (Klasse RBMJacobeanMatrix in Bibliothek VSLibRBDynMath) wird
zeilenweise abgelegt, wobei jede Zeile eine Liste von Eintrdgen & sechs Elementen
enthalt. Neben den sechs Werten gehért zu einem Eintrag seine Spaltennummer, in
der das erste Element des Eintrags in einer vollstandigen Matrix stinde. In den Algo-
rithmen 7 und 8 liefert die Funktion col0ffset0f () diesen Wert zuriick. Jeder dieser
Eintrage verweist zusatzlich direkt auf denjenigen Kérper, auf den bzw. auf dessen Ge-
schwindigkeit er sich bezieht. Mit diesen Datenstrukturen lasst sich das Produkt M—t.J7
mit der in Algorithmus 7 dargestellten Routine berechnen.

Gelenke und Kontakte erzeugen in der Jacobimatrix Zeilen mit zwei Eintrdgen. Nur
Differenziale bewirken Eintrage mit mehreren, hochstens vier Eintragen. Ein Differenzi-
al erzeugt jedoch nur eine Zeile, ein typisches Gelenk mit einem Freiheitsgrad hingegen
mindestens flnf, ein Kontakt mindestens drei Zeilen. Man darf daher die Annahme ma-
chen, dass die mit Abstand gréBte Zahl der Zeilen der Jacobimatrix nur zwei Eintrage
enthadlt. Keine besitzt mehr als vier Eintrédge. Die Anzahl der Durchlaufe der inneren
Schleife ist daher durch eine konstante Zahl begrenzt. Damit hat die Routine aus Algo-
rithmus 7 eine Komplexitat von nur noch O(m) im Gegensatz zu O(mn?).

Unter den gleichen Voraussetzungen lasst sich die zweite notige Multiplikation opti-
mieren. Algorithmus 8 zeigt eine entsprechende Routine. Hier kann die Komplexitat von
O(nm?) auf O(m?) reduziert werden.

Im Ganzen kann die Komplexitat der Bestimmung des Matrixproduktes JM~1J7 da-
mit von O(nm? + n*m) auf O(m + m?) reduziert werden.
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Algorithmus 7: Algorithmus zur Multiplikation der Matrizen M~! und J mit linearer
Komplexitat.

integer iColumn = 0;

foreach jacobeanRow € J do

foreach entry € jacobeanRow do

/I Anzahl Durchldufe durch konst. Schranke (4) begrenzt!

body = body0f (entry);

result [col0ffset0f (entry) +0][iColumn ] += 1/mass0f (body) - entry [0];
result [col0ffset0f (entry) +1][iColumn ] += 1/mass0f (body) - entry [1];
result [col0ffset0f (entry) +2][iColumn ] += 1/mass0f (body) - entry [2];

invinertia < invInertiaOf (body) ;

result [col0ffset0f (entry) +3] += invinertia [0][0] - entry [3]
+ invinertia [0][1] - entry [4]
+ invinertia [0][2] - entry [5] ;

result [col0ffset0f (entry) +4] += invinertia [1][0] - entry [3]
+ invinertia [1][1] - entry [4]
+ invinertia [1][2] - entry [5] ;

result [col0ffset0f (entry) +5] += invinertia [2][0] - entry [3]
+ invinertia [2][1] - entry [4]
+ invinertia [2][2] - entry [5] ;

end
iColumn +=1;
end

Algorithmus 8: Algorithmus zur Multiplikation der Matrizen J und M~1J7 mit qua-
dratischer Komplexitat.

integer iRow = 0;

foreach jacobeanRow € J do

foreach entry € jacobeanRow do

/I Anzahl Durchldufe durch konst. Schranke (4) begrenzt!

for integer iCol = 0 to columns0f (M~1JT) do

result [iRow ][iCol ] += entry [0] - M~1JT [co10ffset0f (entry)+0][iCol ]
+entry [1] - M—1JT [col0ffsetOf (entry) +1][iCol ]
+entry [2] - M—1JT [col0ffsetOf (entry) +2][iCol ]
+entry [3] - M~1JT [col0ffsetOf (entry) +3][iCol ]
+entry [4] - M—1JT [col0ffsetOf (entry) +4][iCol ]
+entry [5] - M~1J7T [col0ffsetOf (entry)+5][iCol | ;

end
end

iRow +=1;
end
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Anwendungen

Die in dieser Arbeit beschriebenen systematischen Entwicklungen und Optimierungen
fihrten zu einem leistungsfahigen und flexiblen Mehrkérperdynamiksimulationssystem,
dessen Fahigkeiten im Folgenden anhand einer Reihe anspruchsvoller Anwendungen
belegt werden sollen. Im Rahmen der Beschreibung einzelner Anwendungen werden
dabei Einsatz und Nutzen spezieller Funktionen der entwickelten Dynamiksimulations-
komponente hervorgehoben.

Obwohl diese wichtige Teile der Anforderungen einzelner Anwendungen direkt er-
fullen kann, sind in vielen Fallen anwendunsspezifische Erweiterungen notwendig. Die
Méglichkeiten zu deren Integration sind ein wichtiger Aspekt bei der Beurteilung des
Ansatzes, Mehrkdrperdynamiksimulation der Anwendungsentwicklung zu Grunde zu
legen. Deshalb werden zu jeder der im Folgenden beschriebenen Anwendungen auch
anwendungsspezifische Erweiterungen an oder auf Basis der Dynamiksimulation skiz-
ziert.

6.1. Harvestersimulatoren fur die
Maschinenfihrerausbildung

Harvester oder Holzvollernter sind wesentlicher Bestandteil der modernen Holzwirt-
schaft. Die Fahrzeuge sind extrem gelandegangig und kénnen mit dem an einem
Kranausleger befestigten Harvesteraggregat einen Baum in wenigen Sekunden fal-
len, entasten und in unter 6konomischen Gesichtspunkten optimale Segmente zer-
teilen. Der Vorgang des Zerteilens wird Sortimentierung genannt. Abbildung 6.1 zeigt
den Harvester des Forstlichen Bildungszentrums (FBZ) fir Waldarbeit und Forsttech-
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nik des Landes NRW in Neheim, Arnsberg (links) und einen Harvester des Herstellers
Ponsse (rechts). Flr die optimale Sortimentierung der aufgearbeiteten Segmente sorgt
ein Bordcomputer. Anhand von Sensorwerten des Aggregats bestimmt er LAngen und
Durchmesser des gerade geféllten Baumes. Diese vergleicht er mit aktuell erreichba-
ren Marktpreisen und wahlt dann ein optimales Sortiment. Der Fahrer muss nur die
Baumart des gerade gefallten Baumes bestimmen, der Bordcomputer Gbernimmt dann
die Sortimentierung.

In vielen Landern existieren zentrale Ausbildungsstatten, in denen das Fihren sol-
cher Forstmaschinen in Ausbildungskursen erlernt werden kann. Aufgrund hoher Be-
triebskosten der realen Maschinen und hoher Folgekosten durch fehlerhafte Bedienung
durch unerfahrene Maschinenfihrer rentiert sich der Einsatz von Simulatoren, auf de-
nen Schiler ihre ersten Fahrstunden absolvieren kénnen. Auf dem Simulator kénnen
alle Bedienelemente fir Fahrzeug, Kran und Aggregat kennengelernt, trainiert und der
Umgang mit dem Bordcomputer gelbt werden. Steht dann die erste Fahrstunde auf
einer realen Maschine an, sind viele grundlegende Fahigkeiten zur Bedienung des Sy-
stems bereits vorhanden.

Abbildung 6.1.: Links: Timberjack (heute John Deere) Harvester 1470D des Forstlichen
Bildungszentrums NRW. Rechts: Ponsse Ergo Harvester im Einsatz,
Bildquelle: Ponsse [100].

Die Realisierung entsprechender Simulatoren mit relativ geringem Aufwand ist ei-
nes der praktischen Ergebnisse dieser Arbeit. Den hier beschriebenen Entwicklungen
ist eine rein kinematische Realisierung einer Harvestersimulation durch Freund et al.
[50, 49] vorausgegangen. Kinematische Simulation bedeutet, dass Krafte, Momente,
Massen und Tragheiten bei der Simulation nicht bertcksichtigt werden. Es findet eine
rein phanomenologische Simulation auf Grundlage von Bewegungsmustern statt. Je-
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der mdgliche Bewegungsablauf muss im Vorhinein definiert werden. In der natUrlichen
Umgebung eines Holzvollernters, dem Wald mit seinen vielen Varianten, erscheint die
Simulation auch dem Laien daher schnell unnattrlich. Die kinematische Simulation ist
jedoch deutlich weniger rechenaufwandig als eine auf Grundlage eines physikalischen
Modells. Zum Zeitpunkt der Erstellung des Simulators auf kinematischer Grundlage bot
dieses Vorgehen daher einen optimalen Kompromiss aus verfligbarer Rechenleistung
und nétiger Realitatsnéahe.

Mit der Verflgbarkeit der hier vorgestellten, vielseitig einsetzbaren Mehrkérpersimu-
lation und der notwendigen, héheren Rechnerleistung liegt es nah, die Harvestersi-
mulation auf diese neue Grundlage zu stellen. Erhofftes Ziel ist eine realitatsnahere
Simulation bei geringerem Realisierungsaufwand.

6.1.1. Anwendungsspezifische Anforderungen
GroBe Waldmodelle

Ein Waldmodell enthélt typischerweise eine gro3e Anzahl Baume, die sich auf einer
weiten Flache verteilen. Um sowohl die Kollisionserkennung als auch die Dynamiksi-
mulation realzeitfahig zu halten, sollen zu jedem Zeitpunkt immer nur die Teile des Ge-
samtmodells in der Simulation berlcksichtigt werden, die aktuell mit dem Harvester und
damit dem Hauptakteur interagieren kdnnen.

Fallen und Sagen

Wenn der Harvester einen Baum fallt und zersagt, missen zur Simulationslaufzeit Kor-
per aus der Mehrkdrpersimulation geléscht und neue hinzugefiigt werden.

Simulation vieler kleiner, stabiler Holzstapel

Holzsegmente, die bereits geféllt und / oder aufgearbeitet wurden, werden typischer-
weise entsprechend ihrer Sortimente auf kleine sogenannte Polter gestapelt. In Realitat
nehmen diese Stapel sehr stabile Konfigurationen ein, die sie erst dann wieder auf-
geben, wenn mit dem Harvesteraggregat solche liegenden Segmente aufgenommen
werden sollen.
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Harvesterfahrwerke

Die Fahrwerke heute Ublicher, radgebundener Harvester haben einige typische gemein-
same Merkmale. So kommen zur Radaufhdngung haufig sogenannte Tandem- oder
Bogieachsen zum Einsatz. Eine Bogieachse hangt zwei Rader einer Seite an einer
Pendelachse am Chassis auf. Durch diese Pendelaufhangung wird die Auswirkung ei-
ner Uberfahrenen Unebenheit auf die Bewegung des Chassis und damit der Basis des
Krans oder der Kabine um die Haélfte reduziert. Weiterhin handelt es sich bei Harve-
stern um sogenannte Knicklenker. Das bedeutet das Fahrzeug wird gelenkt, indem
hinterer und vorderer Fahrzeugteil gegeneinander ,geknickt® werden. Die Langsach-
se der Knicklenkung kann zusatzlich entriegelt werden, so dass vorderer und hinterer
Fahrzeugteil in Grenzen, z.B. —15,0°---+15,0°, um die Ladngsachse des Fahrzeugs ver-
dreht werden kénnen. Um bei stehendem Fahrzeug und Arbeit mit dem Kranausleger
die Stabilitéat zu erhdhen, wird diese Achse automatisch verriegelt.

Komplexe Krankinematiken

Die Drehgelenke an einem Harvesterkran werden typischerweise durch parallel zum
Drehgelenk liegende Hydraulikzylinder aktuiert. Bei einfachen Kranen, wie z.B. dem
Ponsse Forwarderkran K70, handelt es um eine 1:1-Beziehung, vgl. Abbildung 6.13
auf Seite 202. Viele moderne Krane jedoch besitzen komplexere Kinematiken, um die
Bedienung zu vereinfachen. Solche Kinematiken werden haufig ,Parallelkran® genannt.
So ist z.B. der Wippzylinder am Ponsse HN125 parallel zu Hub- und Wipparm mon-
tiert. Hierdurch kann das Harvesteraggregat durch eine Bewegung des Hubzylinders
und damit durch eine eindimensionale Bewegung nur eines Knippels auf einer nahezu
linearen, horizontalen Linie bewegt werden, obwohl hierfir implizit zwei Drehgelenke
bewegt werden.

6.1.2. Anwendungsspezifische Verfahren
Behandlung groBer Waldmodelle

Da der Harvester selbst einziger Akteur in der Simulation ist, bietet es sich an, zu je-
dem Zeitpunkt nur seine unmittelbare Umgebung tatséchlich in der Mehrkdrperdyna-
miksimulation zu berlcksichtigen. Hierzu verwaltet der simulierte Harvester zwei ver-
gréBerte Bounding Boxes, eine kleinere und eine groB3ere (vgl. Abbildung 6.2). Initial
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werden all jene Baume fir Kollisionserkennung und Dynamiksimulation aktiviert, die
die auBere Box berlhren oder innerhalb liegen. Bewegt sich das Fahrzeug, wird die
innere Box relativ zu seiner Position mitbewegt, die &uBBere halt ihre Position. Erst wenn
die innere die Grenzen der duBeren Box Uberschreitet, muss die Menge der aktiven
Baume aktualisiert werden. Hierzu wird die auBere Box so platziert, dass die innere ge-
nau in inrem Zentrum liegt. Alle derzeit aktiven Baume werden deaktiviert und alle jetzt
von der auBeren Box berlhrten Baume werden aktiviert. Um die Anzahl der Bounding-
Box-Vergleiche fur die Aktivierung der betroffenen Baume gering zu halten, kommt ein
Gitterraster mit konstanter ZellgréB3e zum Einsatz, wie es haufig auch in der Grobphase
der Kollisionserkennung eingesetzt wird, vgl. Kapitel 2.3.1. Die gesamte Szene wird un-
terteilt durch ein einfaches zweidimensionales Gitter mit fest vorgegebener Zellengré3e
von z.B. 10 Metern x 10 Metern. Zu jeder Zelle gehért eine Liste der Stammsegmente,
die innerhalb liegen oder sie beriihren. Ebenso verweist jedes Stammsegment auf alle
Zellen, die es berthrt bzw. in denen es liegt.

Muss nun eine Aktualisierung der Menge der aktiven Baume vorgenommen werden,
so missen nur all die Baume auf Uberschneidung mit der duBeren Box (iberpriift wer-
den, die dieselben Zellen berlUhren, die auch die duf3ere Box berthrt. Hierdurch wird
die Anzahl der notwendigen Bounding-Box-Vergleiche gering gehalten.

Abbildung 6.2.: Aktivierung relevanter Baume: Verlasst der innere (variabel) Umge-
bungsbereich den auB3eren (fest) Umgebungsgbereich, wird die Position
des auf3eren Bereichs aktualisiert, so dass der innere genau in seinem
Zentrum liegt und alle Baume im auBeren Bereich fir die Simulation
aktiviert.

Um den Aufwand fir die Realisierung dieses Mechanismus gering zu halten,
nutzt er bereits vorhandene Mechanismen der Kollisionserkennung des Dynamik-
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Simulationssystems aus: Die Kollisionserkennung unterstiitzt ein Grobphasenverfahren
mit Raumunterteilung durch ein Gitter mit konstanter Zellgré3e. Eine Implementierung
eines solchen Gitters ist daher bereits vorhanden. Die Klasse RBDCollisionDetection-
Element, von der auch die Klasse fiir einen Starrkérper RBDRigidBody abgeleitet ist, bie-
tet die Funktionen, um in ein oder mehrere solcher Gitter eingefligt werden zu kdnnen.
Der Mehraufwand far die Implementierung der anwendungsspezifischen Funktionalitat
beschrankt sich daher auf die beiden vergréBerten Bounding Boxes fliir den Harvester,
anhand derer die jeweils relevanten Baume bestimmt werden kdénnen.

Léschen und Hinzufigen von Starrkorper zur Simulationslaufzeit

Bei der Zerteilung eines existierenden Stammsegments veréndert sich die Menge der
simulierten Koérper im Mehrkdrpersystem. Softwaretechnisch muss daher sichergestellt
sein, dass die Dynamiksimulationskomponente auf einer variablen Menge von Kérpern
arbeiten kann.

Weiterhin muss bei der Zerteilung bericksichtigt werden, dass die neuen Segmen-
te des aufgearbeiteten Baumes von Beginn an eine Geschwindigkeit besitzen, die i.A.
ungleich Null ist und von der Bewegung des urspriinglichen Segments zum Zeitpunkt
der Zerteilung abhangt. Die rotatorische Geschwindigkeit beider Koérper ist identisch
mit der des urspriinglichen Segments. Die translatorische Geschwindigkeit der Schwer-
punkte bestimmt sich aus der Geschwindigkeit des Schwerpunkts des urspringlichen
Segments und der relativen Lage der neuen Schwerpunkte hierzu. Seien v, & transla-
torische und rotatorische Geschwindigkeit des zerteilten Segments und seien weiterhin
73, 7; die Vektoren vom Schwerpunkt des zerteilten Segments zu den Schwerpunkten
der neuen Segmente i und j, dann ergeben sich die translatorischen Geschwindigkei-
ten der neuen Segmente v;, v; aus der Vorschrift:
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Simulation vieler kleiner, stabiler Holzstapel

Obwohl die Methode der StoB3fortpflanzung die stabile Simulation von Stapeln ermég-
licht, ist es haufig sinnvoll, auf eine detaillierte Simulation von Stapeln ganzlich zu ver-
zichten: In Realitat wird ein Stapel von Stdmmen, der einmal eine stabile Konfiguration
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eingenommen hat, diese ohne auBere Einfliisse nicht wieder verlassen kénnen. Selbst
wenn ein weiterer Stamm auf den Stapel fallt, bleibt der Stapel selber in den meisten
Fallen unbewegt. Um dieses Wissen im Sinne hoher Bildwiederholraten nutzen zu kén-
nen, werden Koérper in solchen Stapeln und allgemein solche Kérper, die nicht unmit-
telbar wesentlich fir die Dynamiksimulation sind, am Untergrund fixiert. Abbildung 6.3
zeigt einen entsprechenden Screenshot. Die Methoden des Kontaktgraphen bieten die
notwendigen Werkzeuge: Ist ein Kérper als nicht unmittelbar fir die Dynamiksimulation
relevant identifiziert, wird ein starres Gelenk (RBDJointRigid) zwischen Grund und Kér-
per angelegt. Zu Beginn des nachsten Simulationszyklus sorgt eine Ausfiihrung der dy-
namischen Rekonfiguration (vgl. Kapitel 4.1) daflr, dass Kérper und Untergrund als ein
logischer Starrkérper betrachtet werden. In der Kollisionserkennung und Kontaktpunkt-
berechnung werden die Stdmme selbstversténdlich dennoch weiterhin beriicksichtigt:
Sie flgen sich, genau wie die geometrischen und physikalischen Grundkérper des ur-
springlichen Bodenkdrpers (Shapes), in die Hierarchie des Kollisionserkennungsele-
ments ein, vgl. hierzu Kapitel 5.4.1.

L R

Abbildung 6.3.: Viele am Boden liegende Stammsegmente werden physikalisch mit
dem Untergrund ,verschmolzen®, solange das Aggregat nicht in unmit-
telbarer Nahe ist.
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6.1.3. Anwendung generischer Verfahren und Modellierung
Stammsegmente

Die Bdume werden in der gegenwartigen Ausbaustufe im physikalischen Modell nur
durch ihre Stamme reprasentiert, vgl. Abbildung 6.4. Ausgehend von drei bis flinf Re-
ferenzdurchmessern werden die Stamme durch eine Menge von Cylspheres' approxi-
miert, deren Durchmesser nach oben hin in abschnittsweise linearem Verlauf abnimmt.

Abbildung 6.4.: Das physikalische Ersatzmodell einer Harvestersimulation. Links:
Visualisierungsmodell. Rechts: Visualisierung des physikalischen
Ersatzmodells.

Harvesteraggregat

Das Aggregat ist aus mechanischer Sicht vermutlich die diffizilste Komponente des Sy-
stems Harvester. Ein Harvesteraggregat besitzt typischerweise ein oberes und ein unte-
res Zangenpaar zum Greifen eines Stammes, eine Vorschubwalze direkt am Aggregat
sowie zwei weitere, an beweglichen Armen montierte Vorschubwalzen, vgl. Abbildung
6.5. Das Aggregat kann aufgestellt und abgekippt werden, so dass es dem gegriffe-
nen, fallenden Baum folgen kann. Der Rotator erlaubt die Drehung des Aggregats um
die Hochachse. Abbildung 6.6 zeigt das Visualisierungsmodell sowie die Visualisierung
des physikalischen Ersatzmodells eines Ponsse Harvester Aggregats. Bemerkenswer-
terweise ist fUr die realitdtsnahe Simulation des Aggregats keinerlei Sonderbehandlung

' Cylsphere: Zylinder mit Halbkugelkappen
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notwendig: Das dargestellte Aggregat wird schlicht vollstandig ausmodelliert mit insge-
samt 14 Drehgelenken, sieben Motoren (Rotator, Kippgelenk, Walzen, Arme, Zangen
oben und unten, Sdgeschwert) sowie flnf Differenzialen (Zangen oben links und rechts,
Zangen unten links und rechts, Arme links und rechts, Walzen links, rechts, und Mitte).
Das Aggregat allein impliziert also 82 Zwangsbedingungen und damit Zeilen in der Ja-
cobimatrix der Zwangsbedingungen. Um einen robusten Vorschub zu gewahren, sind
die Walzen mit relativ gro3em (1 = 1.0), die Zangen mit relativ kleinem Reibungskoeffi-
zienten ausgestattet (1 = 0.1). Das ausmodellierte Aggregat erlaubt bereits das Greifen
und Vor- und Zurickschieben von Stdammen. Lediglich das Zersdgen des gegriffenen
Stammsegments erfordert eine kleine Sonderbehandlung. Diese umfasst die Erzeu-
gung zweier neuer Stammsegmente und die Léschung des urspriinglichen Segments.

Abbildung 6.5.: Das Ponsse Harvesteraggregat H7, Quelle: Ponsse [100]

Fahrwerk eines Harvesters

Auch die Bogieachsen bedurfen keiner speziellen Behandlung: Jedes Rad wird mit ei-
nem Drehgelenk an der Bogieachse aufgehangt, die Bogieachse mit einem Drehge-
lenk am Chassis. Abbildung 6.7, links verdeutlicht die mechanische Konfiguration. Die
blauen Achsen der Koordinatensysteme sind jeweils die Drehachsen am linken Bogie.
Lediglich die Antriebskonfiguration ist besonders: In Realitat sind beide Rader eines Bo-
gies mechanisch gekoppelt, d.h. sie drehen sich immer mit gleicher Geschwindigkeit.
Hierfiir wird in der Simulation ein Differenzial mit Ubersetzungsverhéltnis r» = 1,0 ein-
gesetzt. FUr eine realitdtsnahe Kurvenfahrt missen linkes und rechtes Raderpaar tber
ein weiteres Differenzial, ein Querdifferenzial, angetrieben werden. Dies ist ein Beispiel
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Abbildung 6.6.: Das physikalische Ersatzmodell eines Harvesteraggregats. Links:
Visualisierungsmodell. Rechts: Visualisierung des physikalischen
Ersatzmodells.

fr eine Differenzialrelation, in der die in Relation gesetzten Gelenke keinen gemein-
samen Korper besitzen. Die zugehdrige Zeile in der Jacobimatrix enthalt entsprechend
vier Blécke mit Eintragen ungleich Null.

Abbildung 6.7.: Links: Die drei Drehachsen (blau) an einem Bogiegelenk. Rechts: Ein
Gelenk zur Realisierung eines Knicklenkers. In blau die Lenkachse, in
Rot die freie Achse mit begrenzter Auslenkung.

Fir die Knicklenkung steht ein eigener Gelenktyp bereit, reprasentiert durch die
Klasse RBDJointArticulatedSteering. Abbildung 6.7, rechts visualisiert die relevanten
Freiheitsgrade. Entlang der Langsachse (rot) kénnen die verbundenen Kérper innerhalb
vorgegebener Maximalausschlage frei verdreht werden. Die Lenkung erfolgt um die z-
Achse (blau). Hier wird typischerweise ein geschwindigkeitsbasierter Motor eingesetzt,
aber auch momentbasierte Motoren und Positionssteller kbnnen modelliert werden. Die
Lenkachse besitzt auBerdem zusatzlich einen Maximalausschlag.
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Eine weitere wichtige Eigenschaft der Knicklenkung an den Forstarbeitsmaschinen
ist die Mdglichkeit der Verriegelung der freien Langsachse. Die Verriegelung ist notwen-
dig, um die Standfestigkeit des Gesamtfahrzeugs bei Arbeit mit weit ausgelegtem Kran
zu erhdhen. Sie passiert typischerweise automatisch in Abhangigkeit von der Fahrge-
schwindigkeit: Steht das Fahrzeug, wird das Gelenk automatisch verriegelt. Der Ge-
lenktyp besitzt zur Realisierung dieses Mechanismus eine zusatzliche Eigenschaft: Er
kann den Eingang referenzieren, der die Sollfahrgeschwindigkeit entgegennimmt. Un-
terschreitet dieser Wert einen Grenzwert, wird das Gelenk verriegelt. Natirlich wird das
verriegelte Knickgelenk durch eine starre Verbindung im Kontaktgraphen reprasentiert,
so dass die Verriegelung in der logischen Verschmelzung von vorderem und hinterem
Fahrzeugteil resultiert. Dies wiederum fuhrt durch die Reduzierung der Anzahl der Kor-
per im System und die Entfernung der Zwangsbedingungen, die das Knickgelenk impli-
ziert, zu einer Verbesserung des Laufzeitverhaltens der Simulation.

Komplexe Krankinematiken

In einer kinematischen Realisierung einer Krankinematik, wie der im Ponsse HN125-
Kran, muss eine Zusatzlogik fiir die stimmige Stellung von Hydraulikzylindern und par-
allelen Drehgelenken sorgen. Auf Grundlage der Dynamiksimulation ist die Lésung die-
ses Problem ebenso einfach wie genial: Modelliere die Modelldynamik genauso, wie
die reale Dynamik. Im Simulationsmodell werden tatsachlich die Hydraulikzylinder und
nicht die parallel verlaufenden Drehgelenke aktuiert. In den Hydraulikzylindern werden
Linearmotoren durch Zwangsbedingungen realisiert. Hierdurch ist keine Zusatzlogik zur
Realisierung solcher Kinematiken nétig. Das Modell bildet sie und sogar ihre Schwa-
chen automatisch nach: Wird z.B. beim Ponsse HN125-Kran der Hubarm sehr weit
nach vorn oder sehr weit nach hinten ausgelenkt, ndhert sich die Kinematik einer Sin-
gularitat, wenn das Drehgelenk am Wipparm nahezu 0° bzw. 180° erreicht, Abbildung
6.8 verdeutlicht beide Extremalstellungen. In Realitdt wie in der Simulation bemerkt
man diese Nahe durch eine Abnahme der ,geflhlten® Stellkrafte am Kran, ohne dass
hierflr eine Zeile Code notwendig ware.

6.1.4. Erfahrungen und Ergebnisse

Unter Einsatz der oben beschriebenen, anwendungsspezifischen und generischen Ver-
fahren konnte die Harvestersimulation derart realisiert werden, dass sie mit interaktiven
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Abbildung 6.8.: Die Extremalstellungen des Ponsse HN125 Harvesterkrans

Bildwiederholraten robust und in Echtzeit ablauft. Abbildung 6.9 zeigt je ein Foto eines
Simulators im Forstlichen Bildungszentrum fir Waldarbeit und Forsttechnik des Lan-
des NRW, im Forstlichen Bildungszentrum Minchehof des Landes Niedersachsen, im
Forstlichen Bildungszentrum Magdeburgerforth des Landes Sachsen-Anhalt und in der
Forstlichen Ausbildungsstétte Ort, Gmunden in Osterreich.

Die Bedienung der simulierten Maschine erfolgt Uber einen Bedienstuhl, der bau-
gleich auch in den realen Maschinen verbaut wird. Ebenso ist ein unveranderter Bord-
computer angebunden, der u.a. die Steuerung und Regelung der Vorschubfunktion des
Harvesteraggregats tbernimmt. Bordcomputer und Simulation bilden hier eine Regel-
schleife, um den Stamm in Segmente vorgegebener Lange zu zerteilen. Der Bordcom-
puter stellt Sollgeschwindigkeiten der Vorschubwalzen, die Simulation liefert tatsachli-
che Vorschublédnge und -geschwindigkeit zurlck. Die Visualisierung der Simulation ge-
schieht in den vorgestellten Installationen Uber ein Stereo-Rickprojektionssystem der
Dortmunder Initiative flr rechnerintegrierte Fertigung (RIF) e.V. [3]. Die Bilder fur linkes
und rechtes Auge werden mittels Linearpolarisationsfilter getrennt. Der Tiefeneindruck
ist den Fahrern eine grof3e Hilfe bei der Platzierung des Harvesteraggregats am Baum.

Die Bewertung der Realitatsnahe der Simulation ist nicht einfach. Nach Aussagen der
den Simulator einsetzenden Ausbilder, die Uber umfangreiche Erfahrungen auf realen
Maschinen verfligen, erreicht sie aber einen hohen Grad. Hierfur sorgen z.B. variie-
rende Fallmuster geféllter Baume, die hohe Kippgefahr des Fahrzeugs, die ,spirbaren”
Auswirkungen eines schweren Baumes im Aggregat am weit ausgelegten Kran und
viele weitere kleine Details im Bewegungsverhalten der Maschine, die mit einer rein
phanomenologischen, kinematischen Simulation nur unzureichend nachgebildet wer-
den kénnen.
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Abbildung 6.9.: Die Harvestersimulatoren im Einsatz in unterschiedlichen Ausbildungs-
statten in Deutschland und Osterreich, v.l.o.: FBZ Magdeburgerforth
(Sachsen-Anhalt), FBZ Minchehof (Niedersachsen), FAST Ort, Gmun-
den in Osterreich, FBZ Neheim (NRW)

Bewertung der Entwicklungsaufwéande

Der gréBte Teil der Logik der Harvestersimulation beruht auf der reinen Mehrkérper-
dynamiksimulation und hierauf aufbauenden Verfahren. Dennoch musste einiges an
anwendungsspezifischer Logik in Form einer zusatzlichen Softwarebibliothek erganzt
werden. Interessant ist daher die Frage, wie gro3 der Anteil der anwendungsspezifi-
schen Software am Gesamtaufwand ist. Um dies zumindest grob einschatzen zu kén-
nen, wird als Softwaremetrik die Anzahl der aktiven Codezeilen der eingesetzten Biblio-
theken verglichen. Fir die rein kinematische Realisierung steht die Bibliothek ,VSPIu-
ginHarvester®. Sie behandelt die unterschiedlichen Bewegungsmuster fallender Stamm-
segmente, spezielle Kran-Kinematiken, das Fahren der Maschine auf ebenem Grund,
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[Bibliothek [Funktion [Aktive Codezeilen]

VSLibRBDynamX Dynamiksimulation, Kollisionserkennung 20906
& -behandlung

VSLibRBDynMath Dynamikbezogene Mathematikklassen 3395

VSPluginRBDynamX |Schnittstelle zwischen Dynamiksimulation 8004
und VEROSIM®

VSPluginRBHarvester |Anwendungsspezifische  Erweiterungen 4989

der Dynamiksimulation fir den Harvester-
simulator

VSPluginHarvester Rein kinematische Realisierung einer Har- 46312
vestersimulation

VSPluginRBForwarder | Anwendungsspezifische  Erweiterungen 2011
der Dynamiksimulation fir den Forwar-
dersimulator

Tabelle 6.1.: Anzahl aktiver Codezeilen der Bibliotheken zur Realisierung einer Harves-
tersimulation

Greifen und Vorschub des Aggregats und das Sagen der Baume. Die hier realisierte
Mehrkdrpersimulation ist in drei Bibliotheken gekapselt: VSLibRBDynamX umfasst den
Kern der Mehrkérperdynamiksimulation und die Kollisionserkennung und -behandlung,
VSLibRBDynMath kapselt einige dynamikrelevante Mathematikklassen und VSPlugin-
RBDynamX dient als Schnittstelle zum Simulationssystem VEROSIM®. Die Bibliothek
VSPluginRBHarvester kapselt alle anwendungsspezifische Logik, um welche die gene-
rische Mehrkdérpersimulation zur Realisierung der Harvestersimulation erganzt werden
musste.

Tabelle 6.1 zeigt die Auswertung nach aktiven Codezeilen. Bemerkenswert an den
Ergebnissen ist bereits die Tatsache, dass die Realisierung auf Basis der Dynamiksi-
mulation insgesamt (~37000) eine kleinere Anzahl aktiver Codezeilen aufweist, als die
rein kinematische (~46000). Diese groBBe Anzahl ist in erster Linie auf die zahlreichen
notwendigen Fallunterscheidungen zurickzufuhren, die notwendig sind, um den ge-
genwartigen Zustand der Simulation zu identifizieren. Vor allem aber haben die anwen-
dungsspezifischen Erweiterungen der dynamikbasierten Harvestersimulation (VSPIu-
ginRBHarvester) einen um eine GréBenordnung kleineren Umfang (=5000 Zeilen) als
die vollstandig phdnomenologische, kinematische Realisierung. Dass die Mehrkérper-
dynamiksimulation eine hervorragende Grundlage zur Realisierung solcher Anwendun-
gen ist, wird hieran deutlich.
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6.2. Forwardersimulatoren fur die
Maschinenfiihrerausbildung

Der Forwarder dient als Ergédnzung zum Harvester im Holzernteprozess: Nachdem Bau-
me gefallt und sortimentiert worden sind, transportiert der Forwarder das Holz zur nach-
sten LKW-befahrbaren StraBBe. Forwarder sind Harvestern im Aufbau sehr ahnlich, vor
allem besitzen sie annéhernd identische Fahrwerkskonstruktionen. Zuséatzlich zum Kran
besitzt der Forwarder einen sogenannten Rungenkorb, in den er bis zu 10 Tonnen Holz
laden kann. Anstelle des Harvesteraggregats ist an der Kranspitze ein Greifer montiert,
mit dem Stammsegmente vom Boden aufgehoben werden kénnen. Abbildung 6.10 zeigt
zwei Fotos von Forwardern im Einsatz.

Abbildung 6.10.: Forwarder im Einsatz: Links der Ponsse Wisent Forwarder des Forstli-
chen Bildungszentrums NRW. Rechts: Foto eines Ponsse Wisent For-
warders, Bildquelle: Ponsse[100].

6.2.1. Anwendungsspezifische Anforderungen

Auch flr den Forwarder existiert bereits eine rein kinematische Realisierung. Bei dieser
Anwendung, die in noch gré3erem Maf3e von ,dynamischem Verhalten“ aller Kompo-
nenten der Simulation profitiert, waren die Unzulanglichkeiten einer kinematischen Im-
plementierung fir den Anwender jedoch noch deutlicher spriibar als beim Harvester.
Umso mehr profitiert diese Anwendung von der physikalischen Grundlage des neuen
Simulationsmodells.

Aufgrund der Ahnlichkeiten zur Harvestersimulation gleichen viele Anforderungen ei-
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ner Forwardersimulation an die Dynamiksimulation denen der Harvestersimulation. Ei-
ne Anforderung ist dennoch absolut charakteristisch fir den Forwarder:

Stabile Lagerung von Transportgut auf einer fahrenden Plattform

Ein Forwarder kann bis zu 10 Tonnen Holz in seinen Rungenkorb laden und trans-
portieren. Aufgrund der grof3en Reibung zwischen Holzstdmmen in der Realitat durch
sehr raue Oberflachen des Holzes erreicht dieser bewegte Stapel grof3e Stabilitat. Am
Ziel angekommen, kann der Greifer in den Stapel ,eingestochen“ werden, um das Holz
neben dem Fahrzeug wieder abzuladen oder direkt auf einen LKW aufzuladen. Ein
solcher, groBBer und beweglicher Stapel ist eine besondere Herausforderung fir die Si-
mulation.

6.2.2. Anwendungsspezifische Verfahren
Heuristik zur Verschmelzung von Ladung und Fahrzeug

Wahrend der Modellierung einer Forwardersimulation wird schnell deutlich, dass eine
vollstandige Simulation der Ladung mit dem eingesetzten Simulationsverfahren kaum
maoglich sein wird. Einerseits ist die Approximation des Reibungsverhaltens durch das
Coulombsche Modell offensichtlich nicht ausreichend, um grof3e statische Reibungs-
krafte zwischen geladenen Holzstdmmen ausreichend genau zu simulieren. Dies &u-
Bert sich in dem Phanomen, dass die Stdmme permanent verrutschen und wéahrend
der Fahrt schlieBlich vom Wagen fallen. Andererseits erzeugt der Stapel Holz im Run-
genkorb eine sehr groBe Anzahl Kontaktpunkte, so dass mit dem hier vorgestellten
Verfahren keine Echtzeitféhigkeit der Simulation mehr gewahrleistet werden kann.

Um dieses Problem zu umgehen und dennoch eine realitatsnahe Simulation zu er-
reichen, werden die im Korb befindlichen Stdmme mit dem Fahrzeug physikalisch ,ver-
schmolzen®, solange die Simulation des individuellen Segments nicht notwendig ist.
Hierdurch wird die Ladung absolut stabil, gleichzeitig &ndern sich Gesamtmasse und
Tragheitsverhalten des Fahrzeugs genau so, als wirde jedes Stlick der Ladung einzeln
simuliert.

Um eine Entscheidung treffen zu kénnen, wann ein Stammsegment mit dem Fahr-
zeug verschmolzen werden kann bzw. wann die Verbindung wieder aufzuheben ist,
kommen mehrere Kriterien zum Einsatz:
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» Befindet sich das Segment geometrisch innerhalb des Laderaums? Hierzu wer-
den je zwei Referenzpunkte innerhalb eines Segments daraufhin Gberprift, ob sie
innerhalb eines den Laderaum Uberdeckenden Quaders liegen.

* Ist das Segment noch in der Luft? Besitzt ein Segment gerade keinen Kontakt-
punkt, kann es nicht auf der Ladung bzw. der Ladeflache aufliegen.

» Bewegt sich das Segment noch? Natlrlich muss die Geschwindigkeitsdifferenz
zwischen Segment und Laderaum einen gegebenen Grenzwert unterschreiten,
bevor eine Verschmelzung stattfinden kann.

» Wie groB3 ist die Pfaddistanz zum Greifer? Wird das Segment oder einer seiner
Kontaktnachbarn vom Greifer berihrt, wird das Segment nicht verschmolzen. Zur
Auswertung dient eine Abfrage im Kontaktgraphen, wie sie in Kapitel 4.4.2 behan-
delt werden.

* Liegt das Segment ,ungefahr waagerecht“? Stabile Konfigurationen der Ladung
in der Realitat zeichnen sich dadurch aus, dass der Stamm in der Ebene der La-
deflache liegt, nicht etwa leicht aufrecht stehend oder gar steil an eine der Wan-
de gelehnt. Diese Bedingung kann durch einen einfachen Orientierungsvergleich
Uberprift werden.

Je nach gegenwartigem Zustand eines Stammsegments kommen unterschiedliche
Kombinationen o.g. Kriterien zum Einsatz. Diese stellen effektiv sicher, dass eine
kleinstmdgliche Menge der Segmente im Korb tatséachlich individuell simuliert wird. Da
Kran und Greifer die einzigen Interaktionsmedien zwischen Anwender und Rungenkorb
sind, merkt der Anwender von dieser Vereinfachung der Simulation nichts. Immer, wenn
er mit dem Greifer in den Rungenkorb ,hineingreift‘, werden die betroffenen Segmente
vom Fahrzeug geldst.

Um den Rechenaufwand gering zu halten, werden auch in der Forwardersimulation
nur diejenigen Stammsegmente auBBerhalb des Rungenkorbs in der Dynamiksimulation
berlcksichtigt, die in einer gewissen &rtlichen Nahe zum Fahrzeug stehen. Das Verfah-
ren ist dasselbe wie in der Harvestersimulation, siehe hierzu Kapitel 6.1.2.

Der eigentliche Verschmelzungsvorgang nutzt die Methode der dynamischen Rekon-
figuration (vgl. Kapitel 4.1): Wird fir ein Stammsegment festgestellt, dass es mit dem
Fahrzeug verschmolzen werden kann, wird eine entsprechende Kante im Kontaktgra-
phen in Form einer starren Verbindung (RBDJointRigid) angelegt. Vor dem né&chsten
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Zeitschritt in der Dynamiksimulation ordnet eine Tiefensuche diesen Stamm dann dem
Kérper zu, zu dem der Rungenkorb und ggf. schon andere Stamme gehéren.

6.2.3. Anwendung generischer Verfahren und Modellierung

Abbildung 6.11 zeigt eine Gegeniberstellung von Visualisierungs- und physikalischem
Ersatzmodell eines Ponsse S10 Forwarders. Die Stammsegmente sind durch Cyls-
pheres approximiert. Forwarder-Fahrwerke entsprechen gréBtenteils denen von Har-
vestern. Auch hier werden Knicklenkung und Bogieachsen verbaut.

Abbildung 6.11.: Modellierung eines Ponsse S10 Forwarders: Links die Visualisierung,
rechts das physikalische Ersatzmodell.

Far das Greifen von Stammen wird wiederum keine Speziallésung eingesetzt, statt-
dessen ist der Greifer vollstdndig dynamisch ausmodelliert worden. Einzige Besonder-
heit hierbei ist die Differenzialzwangsbedingung, die daflr sorgt, dass sich linke und
rechte Zange immer gleich in Relation zur Greiferbasis bewegen, denn sie werden auch
in Realitat nur durch einen Motor und eine Kopplungsmechanik bewegt.

6.2.4. Erfahrungen und Ergebnisse

Der Forwardersimulator konnte unter Ausnutzung der oben beschriebenen heuristi-
schen Verfahren echtzeitfahig und mit interaktiven Bildwiederholraten realisiert werden
[70, 104]. Es ist moglich, den Rungenkorb bis an die Kapazitatsgrenze zu beflllen.
Dabei bleibt die Stabilitdt der Simulation erhalten und auch die Bildwiederholrate sinkt
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Abbildung 6.12.: Der Forwarder-Simulator im Einsatz, v.l.: In der Forstlichen Ausbil-
dungsstatte Ort, Gmunden in Osterreich und im Forstlichen Bildungs-
zentrum Magdeburgerforth.

nur geringfligig. Dies wird vor allem durch die fir den Anwender intransparente ,Ver-
schmelzung“ von Ladung und Fahrzeug erreicht. Der Forwardersimulator ist in densel-
ben Ausbildungsstatten wie der Harvestersimulator im Einsatz, Abbildung 6.12 zeigt
die Installation in der Forstlichen Ausbildungsstatte Ort, Gmunden in Osterreich und im
Forstlichen Bildungszentrum Magdeburgerforth. Die Bedienung der Forwardersimulati-
on geschieht Uber dieselben Bedienelemente, mit denen auch die Harvestersimulation
gesteuert wird. Ein Bordcomputer spielt im Forwarder eine weniger wichtige Rolle, auf
eine eigene Anbindung wurde daher verzichtet. Die Bedienelemente, d.h. KnUppel, Ta-
sten und Pedale, sind auch in Realitat identisch.

Der Zusatzaufwand fr die Heuristiken ist relativ gering. Die Bibliothek VSPIluginRB-
Forwarder, die die Dynamiksimulation um die anwendungsspezifische Logik erganzt,
zahlt gerade einmal 2011 aktive Codezeilen (vgl. Tabelle 6.1). Diese Zahl belegt ein-
drucksvoll, dass die zugrunde gelegte Mehrkdrperdynamiksimulation durch relativ klei-
ne Erganzungen fur ein breites Anwendungsspektrum eingesetzt werden kann.

Die Realitatsnahe der Simulation wird von erfahrenen Maschinenfihrern als gut beur-
teilt. Gerade an der Forwardersimulation bemerken erfahrene Fahrer viele kleine Details
im Bewegungsablauf, die nur auf einer physikalischen Grundlage mdglich sind. Hierzu
zahlt zum Beispiel das Bindigschlagen von mehreren gegriffenen Stdmmen am Boden
(vgl. Abbildung 6.13, rechts). Hierzu wird der Kran einmal hin- und hergedreht, so dass
sich Stdmme und Greifer in die Vertikale drehen. Dann werden die Stdmme am Boden
aufgestitzt und der Greifer leicht gedffnet, so dass alle Stamme im Greifer blindig zu

201



Kapitel 6. Anwendungen

Boden rutschen. Danach wird der Greifer wieder geschlossen. Ahnlich funktioniert das
Bundigschlagen an der Rickwand des Rungenkorbs. Auch hier wird der Greifer leicht
gebffnet und gegen die Rickwand bewegt, so dass die Stamme im Greifer blndig mit
der Rickwand abschlieBBen. Solche Vorgange sind in phdnomenologischen Simulatio-
nen mit programmierten Bewegungsablaufen nur mit groBem Aufwand zu realisieren,
auf Grundlage einer Dynamiksimulation erhalt man sie hingegen ohne jeden Mehrauf-
wand.

Abbildung 6.13.: Links: Der simulierte Forwarder mit hoch beladenem Rungenkorb.
Rechts: ,Bindigschlagen der gerade gegriffenen Stammsegmente
am Boden.

6.3. Radlader- und Schuttgutsimulation

Die Radladersimulation ist eine weitere Arbeitsmaschinensimulation, die mit dem hier
vorgestellten Dynamiksimulationssystem einfach und schnell realisiert werden konnte.
Sie kommt in zwei Varianten: In der ersten Variante hat der Bediener die Aufgabe,
Felsbrocken auf einen Kipplaster zu laden. Diese Anwendung basiert auf der reinen
Mehrkdrperdynamiksimulation und bedurfte keinerlei anwendungsspezifischer Ergan-
zungen. In der zweiten Variante wird der Radlader mit einer Schittgutsimulation auf
Basis zellularer Automaten kombiniert. Schittgutsimulation in interaktiven Szenarien ist
bis heute eine groBe Herausforderung. Verfahren auf Grundlage physikalischer Modelle
wie Partikel- ([145, 97]) oder gar Starrkérperdynamik ([64, 60]) sind flr Echtzeitfahigkeit
und interaktive Bildwiederholraten immer noch zu rechenaufwendig.

RoBmann et al. [110] stellen ein realitdtsnahes Verfahren zur Schittgutsimulation auf
Basis zellularer Automaten vor. Hierflr wird der potenziell mit Schittgut gefillite Raum
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durch ein gleichmaBiges, dreidimensionales Gitter in Zellen unterteilt. Das Verhalten
jeder dieser Zellen wird durch einen Automaten beschrieben, dessen Zustéande im We-
sentlichen zwischen ,geflllt“ und ,nicht geflllt“ unterschieden werden. Anhand eines
einfachen Regelsatzes andert jede Zelle ihren Zustand. Wesentlich far die hohe Effizi-
enz des Verfahrens ist, dass jede Zelle nur mit einer begrenzten Anzahl Nachbarzellen
interagiert, d.h. die Regeln zum Wechsel ihres Zustands werten lediglich den eigenen
und die Zustande der direkten Nachbarzellen aus. Zur Interaktion mit Schittgut wer-
den in [110] bereits Verfahren beschrieben, wie z.B. mit einer Schaufel das Schittgut
bearbeitet oder transportiert werden kann.

6.3.1. Anwendungsspezifische Anforderungen

Um eine realitdtsnahe Verbindung zwischen Dynamik- und Schittgutsimulation herzu-
stellen, ist eine bidirektionale Interaktion notwendig: Zwar unterstitzt das Schattgutsi-
mulationsverfahren bereits die Méglichkeit, das Schittgut auf Basis rein kinematischer
Informationen wie Geschwindigkeit und Position einer Schaufel zu bearbeiten. Ist die
Schaufel ihrerseits Teil einer Mehrkdrperdynamiksimulation, massen fir ein realitats-
nahes Bewegungsverhalten auch entsprechende Dampfungs- und Gewichtskrafte aus
dem Schuttgut in die Dynamiksimulation zurtickgeliefert werden.
Flr diesen Rickweg werden drei Effekte gefordert:

1. Masse: Je nach Fullgrad der Schaufel des Radladers soll die Gesamtmasse der
Schaufel variieren. Dies &uf3ert sich in verandertem Fahrverhalten und vergréB3er-
ter Kippgefahr.

2. Widerstand: Sticht die Schaufel in einen Sandhaufen, missen gro3e Dampfungs-
krafte wirken, die das gesamte Fahrzeug zum Stehen bringen kénnen.

3. Unebener Untergrund: Fir andere Korper der Dynamiksimulation neben der
Schaufel soll sich das Schittgut wie ein unebener, fester Untergrund verhalten.

6.3.2. Anwendungsspezifische Verfahren
Variable Masse innerhalb der Schaufel

Hierzu wird im Starrkérperdynamikmodell des Radladers innerhalb der Schaufel ein
weiterer Starrkdrper modelliert, dessen Masse zur Laufzeit der Simulation durch den
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zellularen Automaten in der Schaufel variiert werden kann. Unter Annahme einer kon-
stanten Dichte und Masse des Schuttguts wird die anzusetzende Masse proportional
zur Anzahl der gefillten Zellen gewahlt. Einen interessanten Effekt der erh6hten Masse
zeigt Abbildung 6.14: Durch den stark nach vorn verschobenen Schwerpunkt neigt der
Radlader beim Bremsen dazu, vorn tber zu kippen. Das bewusste Herbeiflihren dieses
Vorgangs wird ,Stoppie“ genannt.

Beschleunigen... ...Bremsen... ...Kippen

Abbildung 6.14.: Der simulierte Radlader fihrt mit schwer beladener Schaufel einen
~otoppie” aus.

Robustes Aufbringen von Widerstandskraften und -momenten

Der zweite wichtige Effekt sind Widerstandskrafte und -momente, die die Schaufel er-
fahrt, wenn sie in einen Sandhaufen eingestochen wird. Typisch firr solche Krafte ist,
dass sie gro3e Betrage annehmen und natlrlich auch, dass sie nur bremsend, nie-
mals beschleunigend wirken. Rekapituliert man noch einmal die Eigenschaften der hier
eingesetzten Mehrkdrperdynamiksimulationskomponente wird schnell klar, dass solche
Krafte und Momente nicht in Form externer Krafte in das System eingebracht werden
sollten (vgl. auch Kapitel 3.4.3). Einerseits kann die automatenbasierte Schittgutsimu-
lation nur sehr grob die auftretenden Kontaktkrafte schatzen. Andererseits variieren die-
se Krafte schon innerhalb der im hier eingesetzten Verfahren Ublichen Zeitschrittweiten
von etwa 1/100s sehr stark, so dass durch die implizite Annahme, die Krafte seien Gber
einen Zeitschritt hinweg konstant, grof3e Fehler auftreten. Diese &uf3ern sich dann z.B.
in Phanomenen, wie einem Sandhaufen, der die Schaufel aktiv ,von sich weg schiebt".

Stattdessen bietet es sich an, solche dampfenden Kréfte implizit durch Zwangsbedin-
gungen im System zu reprasentieren. Eine solche Zwangsbedingung ahnelt der eines
Kontaktpunktes. Als Kontaktnormale bzw. Richtung der Dampfungskraft wird eine lo-
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kale Oberflachennormale 75 der Sandoberflache genutzt. Der Kontakt soll sich nicht
ganz starr verhalten - ein heuristisch in der Schuttgutsimulation bestimmter Kontakt-
kraftbetrag fy wird daher als oberer Grenzwert fir den korrespondierenden Lagrange-
Multiplikatoren angesetzt. Fur die Dampfungszwangsbedingung gilt wie fir die Kon-
taktnormalenzwangsbedingung, dass sie driicken, aber nicht ziehen darf. Der untere
Grenzwert des Lagrange-Multiplikators ist daher gleich Null. Im Gegensatz zum Kon-
takt betrifft die Zwangsbedingung hier jedoch nur einen Kérper, die Schaufel.

Sei 715 also die Kraftrichtung, p’der Angriffspunkt der dampfenden Kraft an der Schau-
fel, ¢ der Index des Schaufelkdrpers in der Mehrkérpersimulation, s; sein Schwerpunkt,
U; und &; seine translatorische bzw. rotatorische Geschwindigkeit. Dann lautet die not-
wendige Zwangsbedingung:

n-(U+dix (P-5)  =bt+w, b=0
ST+t (F % (F—5)) =b+w (6.2)
Si-G-Ax[F-5)d =btw

Mit 7; = p'—5; sind die Eintrage der Teil-Jacobimatrizen und die zugehdrigen Grenzwerte
der Lagrange-Multiplikatoren folglich:

Jiwwans = (0 702 iy — (i x7), — (%7, — (% 7))

0<A<h- fw

Mit solchen Zwangsbedingungen kénnen damit an einer beliebigen Anzahl Punkte
der Schaufel beliebig groBe Widerstandskrafte aufgebracht werden, wobei die inverse
Dynamik sicherstellt, dass nie mehr Kraft aufgebracht wird als nétig ist, um den betref-
fenden Punkt an der Radladerschaufel zum Stehen zu bringen. Die Erzeugung solcher
Zwangsbedingungen erledigen Instanzen der Klasse RBDDeceleration. Abbildung 6.15
zeigt einige Eindriicke der Kombination von Mehrkérper- und Schittgutsimulation.

Weitere Detalils, vor allem zum hier angebundenen Verfahren der Schittgutsimulation
selbst, sind [110, 111] zu entnehmen.
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Abbildung 6.15.: Zusammenspiel von automatenbasierter Schittgutsimulation und
Radlader auf Basis der Mehrkérperdynamiksimulation

Schuttgut als unebener Untergrund

Die Interaktion zwischen Schittgut und Schaufel des Radladers ist eine Speziallésung
- fUr die Interaktion zwischen allen anderen Koérpern der Mehrkérperdynamiksimula-
tion und dem Schittgut wird noch eine Reprasentation des Schuittguts in der Mehr-
kdrperdynamiksimulation benétigt. Aufgrund der Ahnlichkeiten der internen Darstellun-
gen bietet sich hierflr ein Hohenfeld (engl.: Heightfield) an. Das Hbhenfeld speichert
Héhenwerte Uber einem zweidimensionalen, aquidistanten Gitter. In der Bibliothek VS-
LibRBDynamX wird das Héhenfeld durch die Klasse RBDShapeHeightField reprasen-
tiert. Die Methoden zur Kollisionserkennung und Kontaktpunktberechnung sind in der
korrespondierenden Klasse ExtensionRigidBodyShapeHeightField der VEROSIM®-
Schnittstellenbibliothek VSPIluginRBDynamX implementiert, da die Daten des Héhen-
feldes selbst in einer anderen VEROSIM®-Bibliothek fiir die Schittgutsimulation gene-
riert und verwaltet werden.

Im Gegensatz zum Anwendungsbeispiel im nédchsten Kapitel, in dem durch ein ande-
res Verfahren auch eine Verformung einer nicht starren Oberflache durch einwirkende
Starrkérper unterstitzt wird, haben bei dieser Anwendung alle anderen Kérper auBer
der Schaufel keinen Einfluss auf das Schittgut.

6.3.3. Anwendung generischer Verfahren und Modellierung

Alle dynamischen Komponenten des Radladers wurden vollstandig ausmodelliert, in-
klusive der Hydraulikzylinder und der Z-Kinematik zur Kippung der Schaufel. Auch in
diesem Modell werden wie bei Forwarder und Harvester direkt die Hydraulikzylinder
Uber geschwindigkeitsbezogene Zwangsbedingungen aktuiert. Abbildung 6.16 zeigt Vi-
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Abbildung 6.16.: Visualisierungsmodell und physikalisches Ersatzmodell der Radlader-
simulation mit Felsbrocken als Ladegut

sualisierungsmodell und die Visualisierung des physikalischen Ersatzmodells. Natirlich
lasst sich das LKW-Modell durch einen zweiten Benutzer gleichzeitig mit dem Radlader
interaktiv steuern. Neben der reinen Fahrfunktion kann der Kipplaster seine Ladeflache
abkippen, um Ladegut abzuladen.

6.3.4. Erfahrungen und Ergebnisse

Die reine Starrkérperanwendung bestehend aus Radlader, Felsbrocken und Kipplaster
ist eine Standardanwendung des realisierten Systems und kann ohne gro3en Aufwand
modelliert werden. Sie ist ein gutes Beispiel fir die Fahigkeit einer hochintegrierten
Mehrkdrperdynamiksimulation, schnell funktionale und effekivolle Prototypen zu ent-
wickeln. Vor allem zu Prasentationszwecken sind solche Anwendungen gefragt und au-
Berst ,wirksam®, Messeeinsatze u.a. auf der Hannovermesse 2010 und 2011 belegen
das.

Das beschriebene Verfahren flr die Integration der Schuttgutsimulation konnte effizi-
ent und vor allem robust realisiert werden. Die Realitdtsndhe der Simulation ist jedoch
begrenzt. Zwar lasst sich das Schittgut mit dem Radlader bearbeiten und transpor-
tieren und es gibt ,spurbare® Rickwirkungen vom Sand auf den Radlader durch die
eingebrachten Zwangskréfte. Die Definition von Regelsétzen fir ein realitdtsnahes Ver-
halten der Zellautomaten im Schttgut hat sich jedoch als schwierige und langwierige
Aufgabe erwiesen.

Eine weitere Schwéache dieses Vorgehens ist die Tatsache, dass der Austausch von
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kinematischen und dynamischen Informationen zwischen beiden Verfahren immer erst
im n&chsten Zeitschritt mdglich ist. Wird die Position der Schaufel zum Zeitpunkt t = ¢,
an die Schuttgutsimulation Ubertragen, kann eine resultierende Widerstandskraft erst
im Zeitpunkt t = ¢, + h in der Mehrkérperdynamik beriicksichtigt werden. Erst in ¢t =
to + 2h erhalt die Schittgutsimulation dann die aktualisierte Position der Schaufel unter
Einwirkung der von ihr ausgelbten Kraft zum Zeitpunkt ¢t = t, + h. Diese nur verzégert
geschlossene Schleife im Zusammenspiel mit fir den interaktiven Betrieb notwendigen
Zeitschrittweiten von mindestens 1/100 s. sorgt fur ein nur bedingt nattrliches Aussehen
der Animation.

Das im nachsten Anwendungsbeispiel eingesetzte Gluing-Verfahren, das eine konsi-
stente Verbindung von unterschiedlichen Dynamik-Simulationsverfahren erlaubt, liefert
hier bessere Ergebnisse.

6.4. Entwicklung eines Virtuellen Testbeds zur
Evaluierung von Laufrobotern im
Explorationseinsatz

Die Exploration fremder Planeten ist ein wichtiges Feld der Weltraumforschung der n&-
heren Zukunft. Egal ob Mond, Mars oder andere Planeten unseres Sonnensystems, um
Kosten und Risiken solcher Missionen zu begrenzen, sind unbemannte Missionen flr
Explorationsaufgaben die erste Wahl. Vor allem auf dem Mars wurden mit den im Jahre
2003 gestarteten, radgebundenen Systemen Opportunity und Spirit der amerikanischen
Weltraumbehérde NASA gro3e Erfolge erzielt. GréBte Schwéache der radgebundenen
Systeme ist besonders schwer zugangliches Terrain, das sie nur schwer oder gar nicht
erreichen kénnen. Vor allem auf dem Mond werden jedoch gerade auf dem Grund von
Kratern wertvolle Rohstoffvorkommen vermutet, weshalb steile Kraterhange in den Fo-
kus der Entwicklungen gerickt sind.

Am Deutschen Forschungsinstitut flr Kinstliche Intelligenz (DFKI) am Standort Bre-
men [2] wurde ein Konzept einer unbemannten Explorationsmission entwickelt, in der
unterschiedliche Robotersysteme miteinander kooperieren (,LUNARES®, [37]). Ein rad-
gebundener Rover Uberbrickt relativ schnell und energieeffizient gré3ere Distanzen
weniger schwierigen Gelandes. Fir den Zugang zu Kratertalern tragt er einen zusatz-
lichen Laufroboter, der bei Bedarf vom Rover abgesetzt werden, Krater hinabsteigen
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und von dort Proben zurlick zum Rover bringen kann. Untersucht wurden bereits acht-
(~Scorpion® [125]) und vierbeinige (,LARAMIES* [124, 61]) Systeme, aktuell steht ein
sechsbeiniges System (,SpaceClimber” [15]) im Fokus der Entwicklungen.

Ziel des Projektes ,Virtual Crater® [143] ist es, ein Virtuelles Testbed fiir Laufroboter
in extraterrestrischem Geléande zu schaffen. Das Virtuelle Testbed erlaubt die ganzheit-
liche Simulation von Explorationsmissionen in Virtueller Umgebung und eréffnet dem
Versuchsleiter damit den Blick auf kommende Problemstellungen, die erst durch die In-
teraktion unterschiedlicher Systeme und der Systeme und ihrer Umwelt auftreten. Die
Visualisierung und Interaktion in und mit der Virtuellen Realitat soll dem Versuchsleiter
dabei ein Maximum an Intuition ermdglichen. Trotz des ganzheitlichen Simulationsan-
satzes soll das Testbed die Mdglichkeit bieten, durch Verfeinerungen des Simulations-
modells mittels anderer Simulationsverfahren neben der Mehrkérperdynamiksimulation
auch den Blick auf spezielle Aspekte der Anwendung richten zu kénnen. In Virtual Cra-
ter sind das vor allem die Fu3-Boden-Interaktion sowie detaillierte Motordynamikmodel-
le.

6.4.1. Anwendungsspezifische Anforderungen

Aus dem Projekt Virtual Crater lassen sich folgende Anforderungen an die Mehrkor-
perdynamiksimulation ableiten:

+ Echtzeitfahige Simulation von Laufrobotern in einer realitaitsnahen Umgebung.

 Verbindung der Mehrkdrperdynamiksimulation mit unterschiedlichen Methoden
der Bodenmechaniksimulation.

» Mdoglichkeit der direkten Interaktion eines Anwenders z.B. durch einen Datenhand-
schuh mit der Simulation. Szenarien hierfir sind das Platzieren des Roboters oder
eines Steines an beliebiger Stelle in der Szene.

2Dieses Projekt wird geférdert durch das Deutsche Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt (DLR). Férder-
kennzeichen 50 RA 0913.
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6.4.2. Anwendungsspezifische Verfahren
Grundlagen des Gluing zur Verbindung separater Simulationsmodelle

Die Interaktion zwischen Fuf3 und Boden ist eine der spannendsten Fragen bei der
Simulation eines Laufroboters flir extraterrestrische Explorationsaufgaben und stellt bei
der Entwicklung eines Virtullen Testbed daher einen der zentralen Aspekte dar. Aus
dem Blickwinkel der ganzheitlichen Simulation stellen sich zwei Fragen:

1. Wie lasst sich Bodenmechanik simulieren?
2. Wie wirkt sich die Bodenmechanik auf den Roboter aus?

Die erste Frage sollte aus Sicht der Mehrkdrperdynamiksimulation nebensachlich
sein. Im Rahmen des Projektes sollen unterschiedliche Verfahren auf ihre Tauglich-
keit hin Uberprift werden und dazu an die Mehrkérperdynamiksimulation angebun-
den werden. Gefragt ist daher ein Verfahren, um ein (fast) beliebiges Bodenmechanik-
Simulationsverfahren mdglichst generisch anzubinden.

Sogenannte Gluing-Strategien leisten genau dies. Schon vor einigen Jahren durch
Tseng und Hulbert [134] und Wang et al. [136] zun&achst nur zur Verbindung getrennter
Mehrkdrpersysteme vorgestellt, werden sie heute auch zur Verbindung unterschiedli-
cher Simulationsverfahren eingesetzt. So verbinden Ryu et al. [112] ein Mehrkdrpersy-
stem mit einer Finite-Elemente-Methode (FEM), um die Auswirkungen eines gelenkge-
koppelten Systems auf nicht starre Bauteile und umgekehrt zu bestimmen. Ihr konkre-
tes Beispiel ist die Bestimmung der wirkenden Kréafte innerhalb einer Karosserie (FEM)
unter Einfluss des Fahrwerks (Mehrkdrpersystem).

Tseng und Hulbert kategorisieren Gluing-Strategien in drei unterschiedliche Grup-
pen. Sie bezeichnen alle kinematischen GrdéBen, also Positionen und Orientierungen,
Geschwindigkeiten sowie Beschleunigungen mit ,X-Typ“-Information und alle dynami-
schen Gré3en, also Krafte und Drehmomente, mit , T-Typ“-Informationen. Hieraus leiten
sie drei Klassen von Gluing-Strategien ab, eine davon ist das T-T-Gluing. Abbildung 6.17
illustriert den Vorgang abstrakt. Etwas konkreter wird das Konzept mit einem simplen
Beispiel: Angenommen, zwei Massepunkte sind mit einem virtuellen Stab so mitein-
ander verbunden, dass sie immer konstanten Abstand voneinander haben. Jeder der
Massepunkt unterliegt dem individuellen Einfluss eines Kraftevektorfeldes.

Mithilfe von T-T-Gluing lasst sich dies wie folgt simulieren: Subsystem 1 simuliert den
ersten Massepunkt schlicht durch Animation der Bewegungsgleichungen unter Einfluss
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Abbildung 6.17.: Klassische T-T-Gluing-Strategie. Aus: [134]

der externen Kréafte, Subsystem 2 analog dazu den zweiten. Zunachst fihren beide
Subsysteme unabhangig voneinander einen Zeitschritt durch. Der Koordinator erhalt die
kinematischen Informationen der beiden Massepunkte - ihre Positionen - und bestimmt,
wie grof3 der Fehler, d.h. die Differenz zwischen Ist- und dem Sollabstand ist, den der
virtuelle Stab erzwingt. Aus dem Fehler wird eine Korrekturkraft geschatzt, die nétig
gewesen ware, um den Fehler im Laufe des letzten Zeitschritts nicht autkommen zu
lassen. Dann werden beide Subsysteme in ihren letzten Zustand zurlickversetzt und
fihren den Zeitschritt erneut aus, berlcksichtigen dieses Mal aber beide zusatzlich die
Korrekturkraft, je in entgegengesetzter Richtung. Am Ende wird der Fehler anhand der
kinematischen Informationen erneut bestimmt. Fallt er unter eine gegebene Schranke,
kann mit dem nachsten Zeitschritt fortgefahren werden. Ist er noch zu grof3, muss das
Verfahren iterativ wiederholt und die Korrekturkraft weiter angenahert werden.

Der groB3e Vorteil dieses Verfahrens ist seine Allgemeingiltigkeit, denn es erlaubt,
jede beliebige Art von Simulationsmodellen miteinander zu verbinden, die Krafte und
Momente ,verarbeiten und kinematische GréBen zurlckliefern kénnen. Sein Nachteil
liegt auf der Hand: Die Aufgabe des Koordinators, die zwischen den Systemen wir-
kenden Kréafte zu schatzen, ist nicht trivial. Je nach Anforderung an die Genauigkeit
der L6sung kann eine grof3e Anzahl lterationen notwendig sein und das Verfahren da-
mit ein duBerst unginstiges Laufzeitverhalten aufweisen. Schlie3lich missen mit jeder
Iteration beide Subsysteme vollstandig geldst werden. Realzeitfahige Kombinationen
einer Mehrkérperdynamiksimulation mit anderen Simulationsmodellen sind daher nicht
zu erwarten. Der Koordinator muss aufBerdem fir jede neue Paarung von Subsystemen
angepasst werden, da die Schatzung der ausgetauschten Kréafte detailliertes Wissen
Uber die inneren Vorgange in den gekoppelten Prozessen erfordert. Im Beispiel mit den
zwei Massepunkten bedarf schon die Anderung der Masse einer der beiden Masse-
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punkte eine entsprechende Anpassung im Koordinator.

Kooperatives Gluing zur Anbindung einer regelbasierten
Bodenmechaniksimulation

RoBmann et al. [106] stellen ein Verfahren zur Simulation von Bodenmechanik auf
Grundlage zellularer Automaten vor, das zur Simulation des Untergrundes unter einem
Laufroboter genutzt werden soll. Das Verfahren ahnelt dem Verfahren zur Schittgutsi-
mulation aus der Radlader-Anwendung. Fir die Bodenmechaniksimulation kommt je-
doch nur eine zweidimensionale Datenstruktur zum Einsatz: Ein Gitter unterteilt die
Oberflache in eine feste Anzahl Zellen. Jede Zelle enthélt als wesentliche Eigenschaft
nur ihre gegenwartige Hohe. Sie agiert autonom mit ihren direkten Nachbarzellen und
befolgt dabei eine Menge einfacher Regeln, die die Einhaltung einer maximalen Ober-
flachenkrimmung und eines maximalen Bdschungswinkels sicherstellen. Das Verfah-
ren selbst hat zunachst keinen direkten Bezug zu Kraften und Momenten. Pla-Castells
et al. [99] beschreiben jedoch, wie Kraftgro3en in einem verwandten Verfahren durch
,Kkraftdquivalente Héhen“ in den Zellen bertcksichtigt werden kénnen.

Damit lasst sich das Verfahren prinzipiell mithilfe einer T-T-Gluing-Strategie mit der
Starrkdrperdynamiksimulation verbinden. Eine interaktive oder gar echtzeitfahige Rea-
lisierung des Gluing-Mechanismus fir beliebige Modelle ist aber kaum erreichbar. Am
Beispiel eines Laufroboters ist das Problem leicht nachvollziehbar: Ein externer Ko-
ordinator zwischen Mehrkérperdynamik und Bodenmechanik kann nicht wissen, was
der FuB tragt, der auf die Oberflache eines Bodenmechanikmodells tritt. Daher ist ei-
ne Schatzung allein der GréBenordnung der auftretenden Kontaktkrafte ein Ratespiel.
Hierdurch wird eine groBe Anzahl Iterationen noétig, bevor der kinematische Fehler eine
gegebene Fehlerschranke unterschreitet.

Somit bietet es sich an, das Wissen der Mehrkérperdynamiksimulation Uber das, was
der Fuf3 tragt, wahrend der Koordination zu nutzen. Eine neu entwickelte Variante des
T-T-Gluing geht dazu wie folgt vor:

1. Der Fehler in den kinematischen Bedingungen zwischen Bodenmechanik und
Mehrkdrperdynamiksimulation wird ausgewertet - ein Beispiel hierfar ist die GréBe
der Durchdringung zwischen Fuf3 und Oberflache des Bodens.

2. Sind die kinematischen Zwangsbedingungen nicht verletzt bzw. liegt der Fehler
unter einer gegebenen Schranke, missen keine Kontaktkrafte bestimmt bzw. an-
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gepasst werden und beide Subsysteme kénnen unabhangig voneinander einen
Zeitschritt durchfiihren. Die lteration endet. Sind die kinematischen Bedingun-
gen verletzt, d.h. berihrt oder durchdringt ein Starrkérper die Bodenoberflache,
werden entsprechende Kontaktnormalenzwangsbedingungen in der Mehrkdrper-
simulation formuliert, so als wirden die betreffenden Starrkdrper auf einen starren
Untergrund stof3en.

3. Das Mehrkérpersystem wird einmalig geldst, d.h. die Betrage aller Zwangskrafte
bzw.- impulse werden bestimmt. Der Zeitschritt wird jedoch noch nicht ausgefihrt,
die Zwangskréfte haben also noch keinen Einfluss auf die Simulation.

4. Der Koordinator nutzt die Kontaktnormalenzwangskrafte, die durch einen starren
Kontakt hervorgerufen wirden, als Grundlage fir seine erste Schatzung der tat-
sachlichen Kontaktkréafte zwischen Bodenmechanik- und Mehrkdrpermodell. Die-
se erste Schatzung flieBt in beide Subsysteme ein, in die Mehrkdrperdynamiksi-
mualtion als externe Kraft (im Vektor £, vgl. Gl. 3.21 auf Seite 86), in die Boden-
mechaniksimulation in Form einer ,kraftdquivalenten Héhe".

5. Beide Subsysteme werden unter Berlicksichtigung der ersten Schatzung der Kon-
taktkrafte erneut gelést. Sind die kinematischen Bedingungen hiernach immern-
och verletzt, beginnt die nachste lteration bei Schritt 4. Andernfalls endet der Pro-
zess.

Abbildung 6.18.: Kooperatives T-T-Gluing zur Kopplung von Bodenmechanik- und
Mehrkorperdynamiksimulation
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Abbildung 6.18 verdeutlicht den Ablauf grafisch. Da bei der realisierten Implemen-
tierung die Komponenten ,Fehlerauswertung“ und ,Kontaktkraftschatzer Teil der Bi-
bliothek der Bodenmechaniksimulation sind, entstand die Bezeichnung ,kooperatives
T-T-Gluing“. Zur einfachen Bestimmung der Kontaktgeometrien zwischen Fif3en und
Untergrund wurde als FuBBform die Kugel gewéahlt.

Abbildung 6.19.: Kopplung von Bodenmechanik- und Mehrkdrperdynamiksimulation
durch kooperatives T-T-Gluing

Abbildung 6.19 zeigt eine Sequenz der gemeinsamen Simulation von regelbasierter
Bodenmechanik- und Mehrkdrperdynamiksimulation. Deutlich zu sehen ist die ,Verfor-
mung“ des Untergrundes und dass der Roboter leicht in die Oberflache einsinkt, anstatt
starr aufzuliegen.

Realisierung eines direkten Interaktionsmechanismus zwischen Anwender und
Mehrkorperdynamiksimulation

Bei den bisher vorgestellten Anwendungen trat der Anwender nur indirekt mit der
Mehrkérperdynamiksimulation in Interaktion, typischerweise durch Vorgabe von Sollge-
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schwindigkeiten von Motoren oder Hydraulikzylindern in Maschinensimulationen. M6ch-
te man dem Anwender ermdglichen, ganz direkt einzugreifen, z.B. um mit dem Daten-
handschuh dem Laufroboter einen Stein in den Weg zu legen, wird ein Interaktionsme-
dium zur vollstandigen, direkten Kontrolle von Starrkdrpern notwendig. Diese Aufgabe
lasst sich in zwei Teilaufgaben zerlegen:

1. Ein Starrkérper in der Simulation soll durch Vorgabe entweder von Geschwin-
digkeiten in allen sechs Raumrichtungen direkt bewegt oder durch Vorgabe von
Position und Orientierung direkt platziert und orientiert werden kénnen.

2. Zum Greifen von Gegensténden ist ein Mechanismus erforderlich, der es dem
Anwender ermdglicht, einen beliebigen Kérper der Mehrkdrpersimulation fest an
den durch ihn direkt kontrollierten Kérper zu ,heften®.

Direkte 6D-Kontrolle eines Starrkorpers Die direkte Kontrolle eines Starrkérper in
allen sechs Raumrichtungen Iasst sich durch entsprechende Zwangsbedingungen rea-
lisieren. Hierzu wurde die Klasse RBDRigidBodyDirectControl eingeflhrt, die die di-
rekte Steuerung eines Starrkérpers auf Grundlage von Zwangsbedingungen im Raum
ermdglicht. Da sie kein Gelenk im engeren Sinne darstellt, das zwei Kérper in Relation
setzt, sondern sich auf nur einen einzelnen Kérper bezieht, ist sie direkt von der Klasse
RBDConstraintResource abgeleitet. Bei der Modellierung stehen folgene Optionen zur
Auswahl: Das Koordinatensystem zur Referenzierung der Zwangsbedingungen kann
raumfest angenommen oder extern festgelegt werden. Letztere Variante bietet sich an,
um dem Anwender zu ermdglichen, Bewegungen entsprechend der aktuellen Kame-
raperspektive ausfihren zu kénnen. Zur Vorgabe von Sollgeschwindigkeiten bestehen
zwei Varianten: Die Sollgeschwindigkeiten kdnnen direkt vorgegeben werden, dies bie-
tet sich bei der Nutzung einer 3D-Maus?® als Interaktionsgerat an, da ihre Ausgaben
optimal als Sollgeschwindigkeiten interpretiert werden kénnen. Kommt ein Trackingsy-
stem zum Einsatz, das direkt eine Position und Orientierung vorgibt, kann der Instanz
von RBDRigidBodyDirectControl ein beliebiger Knoten des Modells vorgegeben wer-
den, dessen Koordinatensystem sie als Sollwert interpretiert. Im Verlauf der Simulation
versucht RBDRigidBodyDirectControl dann, Ankerpunkt und Orientierung des Korpers,
auf den sie sich bezieht, entsprechend des Sollwert-Koordinatensystems auszurichten.
Uber einen PID-Regler bestimmt sie hierzu eine translatorische und eine rotatorische

36D-Eingabegerét, z.B. SpaceNavigator™ des Herstellers 3DConnexion
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Abbildung 6.20.: Direkte Interaktion zwischen Anwender und Mehrkdrpersimulation, 1-
2: Hier mit der 3D-Maus-gesteuerten Magnet-Metapher

Geschwindigkeit, die die Fehler zwischen Ist- und Sollposition und -orientierung aus-
gleichen und als rechte Seiten der geschwindigkeitsbezogenen Zwangsbedingungen
eingesetzt werden.

Seien in beiden Féllen Z, 7,z die drei Basisvektoren des Referenzkoordinatensy-
stems. Sei auBerdem i der Vektor vom Schwerpunkt des Kdrpers zum Ankerpunkt
der Direktsteuerung. Die Eintrage in den rotatorischen Teil-Jacobimatrizen entsprechen
denen eines Lineargelenks (vgl. Kapitel 3.2.6) fir einen Kérper:

0 0 0 Tr1 To I3
Jdirect,rot,i = 0 00 Yy Y2 Y3 (64)
0 0O 21 k2 Z3

Analog dazu entsprechen die Eintrage in den translatorischen Teil-Jacobimatrizen
z.B. denen in der Radaufhangung (vgl. Kapitel 3.4.4):

r1 o I3 —<f X F)l —(Z_" X 7#)2 —(f X 77‘)3
Jdirect,tra,i = 1Y Y2 Ys —(gj X 7?)1 —(?7 X 77)2 —(?j X 7:‘)3 (65)
Z1 2 23 —(5X F)l —(5>< 7?)2 —<5>< ’F)g

Die Ausgestaltung der rechten Seiten der Zwangsbedingungen hangt von der Quel-
le der Geschwindigkeitsvorgaben ab. Werden die Geschwindigkeiten z.B. durch eine
3D-Maus vorgegeben, dienen deren Ausgabewerte ., Wson direkt als Sollgeschwin-
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digkeiten und damit als rechte Seite:

gtrans = ﬁsoll
- (6.6)
brot = Wsoll

Soll der Ankerpunkt des bezogenen Starrkdrpers eine vorgegebene Position und Ori-
entierung erreichen, missen diese beiden GréBen zunachst bestimmt werden. Gefragt
sind translatorisch und rotatorisch jeweils eine Richtung und ein Betrag.

Mit einer Proportionalitdtskonstante ¢ ergeben sich Richtung und Betrag einer Kor-
rekturgeschwindigkeit fur die translatorischen Zwangsbedingungen direkt aus dem Feh-
ler zwischen lIst- (pis.) und Sollposition (ps.1) des Ankerpunkts:

Usoll =C- (ﬁsoll - ﬁist) (67)

Far die rotatorische Zwangsbedingung wird eine Winkelgeschwindigkeit & gesucht,
mit deren Hilfe der Starrkérper aus seiner Istorientierung g in seine Sollorientierung
Z.on gedreht wird. Hierzu leitet man zunéchst ein Rotationsquaternion ® € R* her, dass
eben diese Rotation ausfihrt:

5 : q_is = Jsoll
L 6.9
¢ = Gsoll * Gigt

Bringt man diese Rotation & in die Drehvektor-Drehwinkel-Darstellung < &, a > (siehe
Anhang A.5), so hat man mit dem Drehvektor a eine Richtung und mit dem Drehwinkel
a einen Betrag der gesuchten Winkelgeschwindigkeit & zur Verfigung, die die Soll- in
die Istorientierung Uberflhrt. Setzt man einen simplen P-Regler mit Proportionalitats-
konstante ¢ an, ergeben sich die rechten Seiten der Zwangsbedingungen zu:

btrans =C-v

C- (ﬁsoll - ﬁst) (6 9)

brot:C'CU

c-a-a

Mechanismus flir das vereinfachte Greifen von Kérpern der Simulation Nachdem
mit dem Mechanismus fir die direkte Kontrolle ein beliebiger Starrkérper z.B. mit einem
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Abbildung 6.21.: Direkte Interaktion zwischen Anwender und Mehrkdrpersimulation, 2-
2: Hier mit einem positionsgetrackten Datenhandschuh CyberGlove®

getrackten Datenhandschuh direkt positions- und orientierungsbezogen im Raum aus-
gerichtet werden kann, soll natirlich auch ein Greifen von Gegenstanden ermdglicht
werden.

Hierzu dient die  Erweiterung ExtensionMagnetic der VEROSIM®-
Schnittstellenbibliothek VSPluginRBDynamX, mit der ein beliebiger Starrkdrper
der Simulation um die Funktion erweitert werden kann, bei Berlihrung eines anderen
Kérpers mit diesem eine starre Verbindung einzugehen. Die Realisierung ist dank
Kontaktgraphenanalyse denkbar einfach und gleichzeitig effizient: Der Mechanismus
reagiert auf Kollisionsereignisse, die von der Mehrkérperdynamiksimulation ausgesandt
werden. Tritt eine Kollision mit dem Koérper auf, der durch den ExtensionMagnetic-
Mechanismus erweitert wurde, so wird ein starres Gelenk (RBDJointRigid) angelegt.
Der nachfolgend ausgeléste Aufruf der Kontaktgraphenanalyse zur Bestimmung der
Menge aller Starrkérper findet diese starre Verbindung und verschmilzt die betroffenen
Kérper zu einem logischen Starrkdrper der Simulation.

Die Abbildungen 6.20 und 6.21 zeigen einige Eindrticke der direkten Interaktion eines
3D-Maus-gesteuerten ,Magneten® mit einem mobilen Roboter und der direkten Interak-
tion zwischen getracktem Datenhandschuh und verschiedenen Elementen des virtuel-
len Testbeds fur Laufroboter in der VR-Umgebung des Instituts fir Mensch-Maschine-
Interaktion (MMI) der RWTH Aachen.
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6.4.3. Anwendung generischer Verfahren und Modellierung

Abbildung 6.22.: Visualisierungs- und physikalisches Ersatzmodell des DFKI [2] Scara-
baeus Laufroboters

Die Modellierung des reinen Starrkdrpermodells beinhaltet keine wesentlichen Be-
sonderheiten. Abbildung 6.22 zeigt Visualisierungsmodell (links) und physikalisches Er-
satzmodell (rechts). Alle Gelenke des Scarabaeus Robotermodells sind mit Standard-
Positionsstellern vom Typ ExtensionServoMotor ausgestattet. Hieran kann direkt eine
existierende Steuerung angebunden werden. Durch diese Steuerung, auch Laufmuster-
generator genannt, kann das Simulationsmodell komplexe Laufmuster abarbeiten.

6.4.4. Experimente im Virtuellen Testbed

Durch die direkte Zugriffsmdglichkeit auf die Parameter und den Zustand der Mehr-
kdrperdynamiksimulation an der Benutzeroberflache von VEROSIM® kdnnen interes-
sante Fehlersimulationen durchgeflihrt werden. Abbildung 6.23 zeigt eine Sequenz der
Simulation des Laufroboters mit einer Zeitspanne von finf Sekunden. Zu Beginn wurde
die Eigenschaft ,constMaxTorque®, also das maximale Drehmoment der beiden hori-
zontal ausgerichteten Motoren am linken vorderen Bein, von ,3“ auf ,0“ ((Nm]) gesetzt.
Dies entspricht einem totalen Drehmomentverlust am Motor, z.B. durch eine Unterbre-
chung der Stromzufuhr. Das erwartete Symptom ist das Einknicken der betroffenen Ge-
lenke. Die Sequenz zeigt die Reaktion des simulierten Roboters auf den Eingriff. Durch
folgende Modellparameter kann zusatzlich eine verbliebene Motorreibung nachgebildet
werden: Durch Entfernung des Reglers der Positionssteller erhalt man geschwindig-
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Abbildung 6.23.: Simulation des vollstandigen Drehmomentverlusts in zwei Motoren

keitsgestellte Motoren. Eine Sollgeschwindigkeit von Null und ein kleines maximales
Drehmoment von z.B. 0,1 [Nm] resultieren in einem geringen Widerstandsmoment der
defekten Motoren.

Weil es sich bei den im Laufroboter eingesetzten Motoren um solche Ty-
pen handelt, die durch Zwangsbedingungen realisiert werden, also Instanzen von
ExtensionVelocityBasedMotor oder ExtensionServoMotor, wird der Wert ,constMax-
Torque® genutzt, um die Grenzwerte fir die zugehérigen Lagrange-Multiplikatoren zu
bestimmen.

Ein anderer Fehlertyp ist der Totalverlust eines Gelenks durch einen mechanischen
Bruch. Entsprechend der Idee der Extensions in VEROSIM® (vgl. Kapitel 5.3) kann dies
sehr einfach nachgestellt werden, indem die entsprechende Gelenk-Extension an der
VEROSIM®-Oberflache aus der Modelldatenbank geldscht wird. Damit verschwindet
die Eigenschaft, dass es sich bei einem Knoten um ein Gelenk handelt. Dies kann
problemlos zur Laufzeit der Simulation — interaktiv — durchgefiihrt werden. Abbildung
6.24 zeigt die Reaktion der Simulation hierauf. Offensichtlich kann man beobachten,
wie der Roboter mit dem Verlust eines Beines umgeht. Viel interessanter jedoch ist
die Tatsache, dass das ,verlorene Bein“ zu einem problematischen Hindernis fr ein
nachfolgendes Bein werden kann. Dies ist ein typisches Beispiel fir den Mehrwert der
Simulation im Virtuellen Testbed: Eine Detailsimulation, die von vornherein den Fokus
auf das offensichtliche Problem des fehlenden Beines legt, offenbart nicht ein solches,
sekundéres Problem.

Ein dritter mdglicher Fehlerfall ist der Totalverlust eines Gelenks durch Blockade.
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Abbildung 6.24.: Simulation eines Gelenkbruchs

Flr diesen Fall wurde eine spezielle Eigenschaft ,isBlocked“ (ist blockiert) an der
Gelenk-Extension vorgesehen. Abhangig vom Wert dieser Eigenschaft werden die
Zwangsbedingungen, die durch das Gelenk impliziert werden, eine komplett starre
Verbindung zwischen den beteiligten Kérpern herstellen. Das bestehende Drehgelenk
(RBDJointHinge) wird praktisch durch ein starres Gelenk (RBDJointRigid) ersetzt. Al-
ternativ kann auch eine nur teilweise Blockade simuliert werden, indem der Motor am
Gelenk derart modifiziert wird, so dass er eine konstante Sollgeschwindigkeit von Null
und wiederum ein begrenztes maximales Drehmoment besitzt. So kénnte das Gelenk
unter Einfluss auBerer Krafte noch bewegt werden, hat selber jedoch lediglich verzé-
gernden Einfluss auf die Bewegung.

Abbildung 6.25 zeigt die Simulation einer vollstandigen Blockade des markierten Ge-
lenks. Die Sequenz deckt eine Zeitspanne von 45 Sekunden ab. Die Kamera hat eine
fixe Orientierung, steht aber immer senkrecht Uber dem Roboter. Schén zu sehen ist
hier, wie der Geradeausgang des Systems durch diesen Fehler beeintrachtigt wird.

Vorgenannte Fehlermodelle erlauben die Simulation wesentlicher Aspekte realer
Fehlerfélle. Die Beispiele zeigen, wie einfach die Simulationen solcher Fehlerfalle im
Virtuellen Testbed ohne weitere Anpassungen am Simulationsmodell méglich sind. Ge-
rade in frihen Phasen der Entwicklung z.B. von Laufstrategien sind solche Fehlersimu-
lationen sehr gut und einfach einsetzbar, um ein intuitives Gefthl flr die Fahigkeiten
eines neuen Entwurfs zu vermitteln.
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Abbildung 6.25.: Simulation eines blockierten Gelenks

6.4.5. Erfahrungen und Ergebnisse

Die Idee des Virtuellen Testbed ist flr eine abschlieBende Bewertung noch zu jung. Aus
dem Ansatz hat sich jedoch ein neues Konzept zur Erstellung von Simulationsmodel-
len entwickelt. Die Entwicklung von Simulationsmodellen technischer Systeme verlauft
haufig entlang einer Bottom-Up Strategie. Die Entwicklung beginnt bei einem Detail des
Gesamtsystems, z.B. dem Simulationsmodell fiir einen neu entwickelten Aktuator. Nach
und nach werden Detailmodelle zu einem Gesamtsystem zusammengesetzt: Das Ak-
tuatormodell flieBt in ein Mehrkdrpersystem ein, das Mehrkdrpersystem wird Teil einer
Virtuellen Welt. Tatsachlich jedoch werden auf diesem Wege nur selten zusammenge-
setzte Simulationsmodelle in einer vollstandigen Virtuellen Welt erstellt. Tests am Ge-
samtsystem werden typischerweise erst in realen Versuchsumgebungen durchgefihrt.

Im Rahmen des Projektes Virtual Crater wird ein anderes Konzept verfolgt: Entwick-
lung von Simulationsmodellen entsprechend einer Top-Down-Strategie [107, 105]. Um
von Beginn an die Einflisse einer komplexen Umgebung auf ein technisches System
beurteilen zu kénnen, beginnt die Entwicklung eines Simulationsmodells mit einem Ge-
samtmodell des Systems und seiner Umgebung, im konkreten Beispiel auf Grundlage
der Mehrkdrperdynamiksimulation. Um dennoch den Fokus auch auf spezielle Details
richten zu kénnen, kann das Simulationsmodell an Stellen von besonderem Interesse
verfeinert werden. Eine solche Verfeinerung findet z.B. durch Anbindung von detaillier-
ten Motordynamikmodellen mittels PowerCoupling oder einer Bodenmechaniksimulati-
on mittels des hier vorgestellten Gluings statt.

6.5. Weitere realisierte Anwendungen

Die Vielseitigkeit der hier vorgestellten Mehrkérperdynamiksimulation zeigt sich auch
daran, dass sie nicht nur in Anwendungen eingesetzt wird, in der sie selbst ein Haupt-
zweck ist, sondern vielmehr als eine Art Basisfunktionalitat vielen Anwendungen zu Gu-
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Abbildung 6.26.: Das TECSAS / DEOS Projekt des Deutschen Zentrums fir Luft- und
Raumfahrt

te kommt. Dieses Kapitel beschreibt daher zwei weitere Anwendungen, die von der ein-
fachen Verfligbarkeit einer robusten Mehrkdrperdynamiksimulation in VEROSIM® profi-
tieren.

6.5.1. Steuerungsentwicklung in der Weltraumrobotik

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der zukinftigen Weltraumrobotik ist die Wartung und
Reparatur kunstlicher Satelliten in den Erdumlaufbahnen. Bis in die jingste Vergan-
genheit konnten solche Operationen ausschlieB3lich durch den amerikanischen Spaces-
huttle durchgefiihrt werden. Mit seinem Roboterarm kann es Satelliten einfangen und
damit einem Astronauten als fixes Arbeitsobjekt - fix in Relation zum Shuttle - zur Verfi-
gung stellen. Der Einfangprozess eines frei im Raum schwebenden Satelliten ist jedoch
kompliziert. Um starke Beschleunigungen zu vermeiden, muss die Bewegung des Ro-
boterarms an die Bewegung eines Greifpunktes am zu fangenden Satelliten angepasst
werden. AuBB3erdem mussen die Massenverhaltnisse und die Riackwirkungen des Ro-
boterarms und der Tragheit des zu fangenden Satelliten auf die Dynamik des Shuttles
berlcksichtigt werden.

Die Problematik verscharft sich weiter, wenn man an den Einsatz unbemannter, im
Vergleich mit dem relativ groBen und schweren Shuttle deutlich kleinerer Servicerobo-
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tersatelliten denkt. Die Massenrelationen zwischen den Teilen des Roboterarms und
seiner frei schwebenden Plattform verandert sich mehr in Richtung des Arms, ebenso
die Relationen zwischen dem fangenden (engl.: Chaser) und dem zu fangenden Satel-
liten (engl.: Target). Die dynamischen Riuckwirkungen auf den Chaser haben wachsen-
den Einfluss auf dessen Bewegungsverhalten. Rein kinematisch basierte Steuerungen
kénnen den Greifer nicht erfolgreich platzieren, weil sich die Ausrichtung der Basis des
Roboters als Reaktion auf seine Bewegung verandert und klassische, kinematische
Strategien diese Verdanderung der Basisausrichtung nicht berticksichtigen.

Das Forschungsprojekt TECSAS/DEQS [41] des Deutschen Zentrums fir Luft- und
Raumfahrt (DLR) behandelt dieses Problem. Ziel ist es, anhand zweier Versuchssatelli-
ten Greifstrategien zwischen zwei unbemannten Satelliten zu erproben, vgl. Abbildung
6.26. Das Szenario wurde im Rahmen einer Forschungsarbeit durch Kaigom [71] am
Institut fir Mensch-Maschine-Interaktion auf Grundlage der hier vorgestellten Dynamik-
simulation in VEROSIM® nachgebildet, um unterschiedliche Optimierungsalgorithmen
zur Findung optimaler Trajektorien zur Platzierung des Greifers zu erproben. Die Algo-
rithmen minimieren den Fehler zwischen einer Soll- und einer erreichten Istausrichtung
des Greifers an der Spitze des Armes nach Abfahren der zu bewertenden Trajektorie.

Zwei Varianten wurden untersucht: Die erste Variante bewertet lediglich die Abwei-
chung des Greifers zu seiner Sollausrichtung und ignoriert die Auslenkung der Basis
des Roboters aus seiner Ausgangsorientierung. Ergebnis ist eine Trajektorie, bei der
der Greifer zwar seine Sollausrichtung erreicht, bei der die Basis des Systems jedoch
ebenfalls ihre Ausgangsposition und -orientierung verlasst. Abbildung 6.27 zeigt eine
Sequenz einer solchen Trajektorie.

Abbildung 6.27.: Eine optimale Trajektorie des DEOS Roboterarms ohne Beriicksichti-
gung der Roboterbasis

Die zweite Variante versucht zusatzlich, die Orientierung der Basis innerhalb vor-
gegebener Grenzen zu halten, also zum Beispiel nicht mehr als maximal +/-3° Ab-
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weichung um jede Achse zuzulassen. Diese Anforderung ergibt sich zum Beispiel aus
einer optimalen Ausrichtung von Solarzellen in Richtung der Sonne. Die zu optimieren-
de Fehlerfunktion ist offensichtlich komplizierter, die Optimierung, d.h. das Finden einer
geeigneten Trajektorie dauerte auf einem Standard-PC mitunter mehrere Tage. Die Re-
sultate zeigten jedoch haufig sehr eindrucksvolle, weil unerwatet komplexe Ergebnisse.
Abbildung 6.28 zeigt die Sequenz einer entsprechenden, optimalen Trajektorie.

Abbildung 6.28.: Eine optimale Trajektorie des DEOS Roboterarms unter Berlcksichti-
gung einer maximalen Abweichung der Basis um je drei Grad um jede
Raumachse

Der Einsatz der Mehrkdrperdynamiksimulation bietet eine praktische und problemlo-
se Grundlage zur Erprobung der Optimierungsalgorithmen. Die Anwendung nutzt aus-
schlieB3lich Standardfunktionalitdten und bedurfte daher keinerlei Erweiterungen an der
Mehrkérperdynamiksimulation. Aufgrund der aus ihrer Sicht relativen Einfachheit des
Modells mit seinen sieben Standard-Drehgelenken und (meist) keinen Kontakten, kann
das Modell schneller als in Echtzeit simuliert werden, auch indem z.B. nur jeder tau-
sendste Zeitschritt der Dynamiksimulation visualisiert wird. Hierdurch konnten im kon-
kreten Fall viele zehntausend Trajektorien mit der Dynamiksimulation ausgewertet wer-
den.

6.5.2. Fahrzeuganimation in einem 3D-Geoinformationssystem
(3D-GIS)

Ein neues Anwendungsfeld fiir VEROSIM® sind GIS-Anwendungen. GIS steht fiir Geo-
Informations-System. Hierzu gehdrt u.a. die Stadte- und Landschaftsvisualisierung. Die
zu visualisierenden Modelle zeichnen sich vor allem durch ihren groBen Umfang und
die hohe Detailtreue aus. Mehrkdrperdynamik zur Simulation ansprechender, interaktiv
steuerbarer Fahrzeuge innerhalb solcher Modelle eignet sich auf3erordentlich gut, um
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den Betrachtern ein realitdtsnahes Erleben des Geo-Modells zu erméglichen: Die Per-
spektive wie auch das Bewegungsverhalten sind vertraut, anders als bei nur in Virtueller
Realitat méglichen, ganzlich uneingeschrankten ,3D-Maus-Rundfligen®.

Abbildung 6.29.: Screenshots von Fahrzeugsimulationen in unterschiedlichen GIS-
Anwendungen

Wesentliche Grundlage fir die Visualisierung beliebig groBer Landschafts- und
Stadtmodelle in VEROSIM® ist ein Mechanismus fiir das dynamische Laden und Ent-
laden der relevanten Modellteile aus einer externen Datenbank [109]. Entsprechend
dem geladenen Modellausschnitt wird auch in der Dynamiksimulation die Geometrie
des Starrkérpers, der die Umgebung reprasentiert, stetig aktualisiert.

Abbildung 6.29 zeigt einige Screenshots aus GIS-Anwendungen mit Fahrzeugsimu-
lationen. In der oberen Reihe von links nach rechts: Interaktive Visualisierung und Simu-
lation eines Modells der Stadt Disseldorf, ein Gelandefahrzeug im Virtuellen Wald [108]
und die dynamikbasierte Simulation eines Karnevalszugs bestehend aus Traktoren und
Anhangern in einem Modell der Stadt Koin.

Unten links und unten Mitte zwei Screenshots einer interaktiven, dynamikbasierten
Simulation eines Modells der Stadt Stuttgart. Die Abbildungen zeigen, dass mehrere
Fahrzeuge in einem Modell problemlos mdéglich sind. Mehrere, unabhéngig voneinander
steuerbare Ansichtsfenster in VEROSIM® (u.r.) erlauben es auch mehreren Bedienern,
gleichzeitig in einer Szene miteinander zu interagieren, so wie es in vielen Autorenn-
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spielen Ublich ist.

Die zahlreichen hier vorgestellten Anwendungen des Mehrkdrperdynamiksimula-
tionssystems, das aus den Entwicklungen dieser Arbeit hervorgegangen ist, vermittelt
einen Eindruck des gesamten Anwendungsspekirums des Systems. Seine Flexibilitat
und Leistungsféhigkeit sowie die unterschiedlichen Erweiterungsmdglichkeiten um an-
wendungsspezifische Heuristiken, um die Fahigkeit zur Interaktion mit anderen Simula-
tionsverfahren und zum Umgang mit sich verandernden Virtuellen Welten, machen es
zu einer robusten, leistungsfahigen, vielseitigen und gut erweiterbaren Grundlage flr
die Anwendungsentwicklung.
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Kapitel 7.

Zusammenfassung der Ergebnisse
und Ausblick

7.1. Zusammenfassung der Ergebnisse

In dieser Arbeit werden Grundlagen, Realisierung, systematische Integration und Op-
timierung einer Mehrkdrperdynamiksimulation mit modernden Methoden und in mo-
dernen Strukturen der Virtuellen Realitét vorgestellt. Aus den Entwicklungen geht ein
System hervor, dessen Leistungsféhigkeit an unterschiedlichsten Anwendungen wie
Arbeitsmaschinensimulatoren fir die Aus- und Weiterbildung, Virtuellen Testbeds im
Bereich der Weltraumrobotik und sogar an GIS-Anwendungen belegt wird.

Im Hinblick auf das Verfahren zur Bestimmung der inversen Dynamik wird detailliert
die Formulierung von Zwangsbedingungen aller Art beschrieben. Hierzu zahlen sowohl
klassische Gelenkverbindungen als auch erweiterte Zusammenhange wie Differenzia-
le, das Schraubengelenk, eine vollstandige Vorderradaufhdngung eines Fahrzeugs und
Feder-Dampfer-Systeme im Allgemeinen. Motiviert durch konkrete Anwendungen wird
weiterhin detailliert erlautert, wie sich auf Grundlage von Zwangsbedingungen die di-
rekte Kontrolle eines Starrkdrpers der Simulation in allen sechs Freiheitsgraden z.B.
durch einen Datenhandschuh realisieren lasst. Bei den Lésungsverfahren fiir die Kom-
plementaritatsformulierung werden die relativ einfache, angepasste Gauf3-Seidel Rou-
tine sowie die Methode nach Dantzig umfassend besprochen und verglichen.

Far die universelle Mehrkérperdynamiksimulation hat sich die geschwindigkeitsba-
sierte Formulierung mit Lagrange-Multiplikatoren als flexibel und leistungsfahig erwie-
sen. Die Formulierung geschwindigkeitsbezogener Zwangsbedingungen mit Grenzwer-
ten fOr die Zwangsimpulse erlaubt die Realisierung einer Vielzahl unterschiedlicher
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dynamischer Zusammenhange, die sich allesamt in einer einheitlichen Form fassen
lassen. Auf Seiten der Losungsroutinen fur die geschwindigkeitsbasierte Formulierung
stellt sich heraus, dass die angepasste GauB3-Seidel Routine zwar sehr einfach in der
Realisierung und robust im Stabilitatsverhalten, fir Modelle mit komplexen kinemati-
schen Ketten jedoch nicht ausreichend genau ist. Hier bietet die angepasste Dantzig
Routine einen deutlich besseren Kompromiss aus Laufzeitverhalten und Genauigkeit,
wenngleich ihre Realisierung deutlich aufwendiger und fehleranfalliger ist. Lediglich
fr sehr ,kontaktlastige® Simulationen mit kleinen oder gar keinen gelenkgekoppelten
Strukturen ist das iterative GauB-Seidel Verfahren die bessere Wahl. Hier kann die
Dantzig Routine h&aufig nicht terminieren. AuBerdem bietet GauB3-Seidel die Méglichkeit,
durch die Beschrankung der lterationszahl abzuwagen zwischen gewlinschter Genau-
igkeit der Lésung und der bendtigten Rechenzeit.

Erst durch die geschickte Einbindung des Simulationsverfahrens in das VR-System
VEROSIM® entsteht ein Dynamiksimulationssystem, mit dem schnell Prototypen und
Demonstratoren modelliert und mit geringem programmiertechnischem Aufwand An-
wendungen fur den Produktiveinsatz realisiert werden kdnnen. Die Modellierung aller
Elemente der Dynamiksimulation wie Kérper, Gelenke, Motoren, Differenziale usw. folgt
einem neuartigen, sehr intuitiven Konzept, das jedem Anwender schnell einen Zugang
zur Modellierung von Simulationsmodellen er6ffnet.

Der Kontaktgraph kann als Datengrundlage einer Reihe von Werkzeugen zur Opti-
mierung Mehrkdrperdynamiksimulation dienen. Der Einsatz von StoBfortpflanzung ist
zwar aufB3erst effektiv im Hinblick auf die Simulation groBer Stapel, fur die im Rahmen
dieser Arbeit untersuchten Anwendungen spielt sie jedoch eine untergeordnete Rolle,
da extreme Stapel nur geringe Anwendungsrelevanz besitzen. Sind Stapel Teil einer
Anwendung, in denen gestapelte Kérper z.B. gegriffen werden mussen, tritt zudem die
Schwierigkeit auf, dass sich die H6he im Stapel als Eigenschaft jedes Kérpers nicht
mehr sinnvoll bestimmen I&sst. Aus diesem Grund wurde in den hier vorgestellten An-
wendungen im Zweifel auf dieses Konzept verzichtet. Die anderen vorgestellten Anwen-
dungen des Kontaktgraphen, die Bestimmung von Simulationsclustern, das Finden von
Kollisionsgruppen und die dynamische Rekonfiguration kommen jedoch in allen Anwen-
dungen zum Einsatz und haben sich als effektiv und praktisch erwiesen.

Das entwickelten Mehrkérperdynamiksimulationssystems als Grundlage der VR-
Anwendungsentwicklung hat sich bewéhrt, dies belegt sein Einsatz in einem breiten
Anwendungsfeld. Fir schnelle Prototypen ohne weitere Erganzungen an der Softwa-
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re verspricht die vorgestellte Mehrkdrperdynamiksimulation in kirzester Zeit realitats-
nahe und beeindruckende Simulationsmodelle. Fir Anwendungen im Produktiveinsatz
sind auch auf Grundlage der Mehrkérperdynamiksimulation in aller Regel Erganzun-
gen in Form zusétzlicher Softwarekomponenten notwendig, die einfache Heuristiken
umsetzen. Diese Ergéanzungen fallen jedoch deutlich kleiner aus als jeweils individuelle
Komplettldsungen auf Basis kinematischer, phdnomenologischer, zustands- und steue-
rungsbasierter Simulationen.

Flr hochexakte Simulationen zum Zwecke einer méglichst genauen Vorhersage rea-
len Verhaltens ist das hier vorgestellte Verfahren - wie auch jedes andere Starrkérper-
modell - allein nur bedingt geeignet. Die Annahmen des Starrkdrpermodells sind dazu
fir viele Simulationsanwendungen zu weit entfernt von der Realitat. Die Idee der Verfei-
nerung des Dynamiksimulationsmodells mit anwendungsspezifischen Simulationsmo-
dellen je nach Anforderung scheint jedoch ein vielversprechender Ansatz zu sein, diese
Schwéche zu Uberwinden. Mit Gluing und der in dieser Arbeit neu eingefihrten Weiter-
entwicklung ,Kooperatives T-T-Gluing“ steht ein Konzept zur Verknipfung unterschied-
licher Dynamiksimulationsmodelle zur Verfligung, das die Integration unterschiedlicher
Simulationsmodelle in die Mehrkdrpersimulation erlaubt. Der kooperative Ansatz konnte
zur Anbindung einer automatenbasierten Bodenmechaniksimulation bereits erfolgreich
eingesetzt werden.

7.2. Ausblick

Mit Blick auf das eingesetzte Verfahren flir die Starrkdrperdynamiksimulation selbst sind
anwendungsnahe Vergleiche mit den anderen, heute gebrauchlichen und universell ein-
setzbaren Verfahren von groBem Interesse. Hier qilt es, als Vergleichskriterien nicht nur
einzelne Aspekte wie die Rechenzeit oder die Genauigkeit zu beurteilen, sondern den
Nutzwert der anderen Verfahren fir ein mdglichst breites Spektrum an Anwendungen
zu untersuchen.

Um in Zukunft vermehrt als Grundlage fir virtuelle Versuchssténde, sogenannte Vir-
tuelle Testbeds, dienen zu kdénnen, erscheint vor allem die Integration mit anderen Si-
mulationsmodellen von groBBer Bedeutung. Die Idee der Simulationsmodellverfeinerung
sollte daher weiterentwickelt werden, um Starrkdrpermodelle an den Stellen, an denen
seine Annahmen in nicht hinnehmbaren Maf3e von der Realitat abweichen, durch an-
dere, realitatsnahere Teilmodelle zu erganzen. Beispiele hierfir sind Modelle fir die
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Interaktion von FliBen oder Radern mit Bodenmechanik, z.B. in Form eines Sandbo-
dens, Modelle fur Motordynamik und hydraulische Systeme und Simulationsmodelle fur
nicht starre Kérper. Auch die Verbindung mit spezialisierten Starrkérpersimulationsmo-
dellen in reduzierten Koordinaten flr die hochgenaue Simulation einzelner dynamischer
Strukturen, z.B. unter Ausnutzung von Integrationsschemata héherer Ordnung, ist eine
maogliche Verfeinerung.

Neben der Verbindung unterschiedlicher dynamikbasierter Modelle ist auch die Fra-
ge interessant, wie sich hybride Simulationsmodelle aus kinematischen und dynamik-
basierten Simulationsmodellen zusammensetzen lassen. Je nach Fokus einer Anwen-
dung kénnen Teile eines umfangreichen Modells durch rein kinematische Komponenten
ersetzt werden, ohne dass die Realitatsndhe der Simulation darunter leidet. Hierdurch
kann Rechenzeit eingespart und auch der Modellieraufwand reduziert werden, weil dy-
namische Eigenschaften wie Massen, Tragheiten, Krafte und Momente nicht modelliert
werden mussen. Beispiele hierfir sind z.B. Roboter in groBen Fertigungsanlagen, de-
ren dynamisches Verhalten nicht von Interesse ist oder das ,Wackeln“ vieler kleiner
Aste an einem Baum, den ein simulierter Harvester gerade aufarbeitet. Ein erster An-
satzpunkt hierzu kann das in Kapitel 6.4.2 vorgestellte Verfahren zur direkten Kontrolle
eines Starrkérpers in der Dynamiksimulation z.B. durch den Anwender sein: Anstelle
eines Anwenders kann eine beliebige kinematische Steuerung treten, um einen Starr-
kérper direkt zu kontrollieren.

Eine der gréBten Herausforderungen fir die Simulation im Allgemeinen ist die Be-
handlung stets umfangreicher werdender Modelle. Die Mehrkérperdynamik und die
Konzepte zu ihrer Verbindung mit anderen Simulationsverfahren kénnen hier einen
wertvollen Beitrag leisten. Sie schaffen die notwendigen Strukturen auf dem Weg zu ei-
ner ,Weltsimulation®, die nicht auf einem einzelnen, die Realitat perfekt nachbildenden
Simulationsverfahren beruht, sondern auf der Verknipfung unterschiedlicher, problem-
und anwendungsorientierter Verfahren der Simulation.
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Anhang A.

Mathematische und physikalische
Grundlagen

A.1. Eigenschaften des Tragheitstensors

Die Massenverteilung im Starrkdrper ist durch seinen Tragheitstensor definiert. Gute
Herleitungen finden sich in vielen Lehrbichern der Mechanik, zum Beispiel in [56] und
[116]. An dieser Stelle sollen nur einige wichtige Eigenschaften des Tragheitstensors
fr die Anwendung in der Dynamiksimulation aufgezeigt werden.

Der Tragheitstensor hat die Form

(A1)

yr

ezx ezy ez

Die Elemente 6,, 0, und 6. der Hauptdiagonalen sind die Massentrdgheitsmomente
bzgl. der z- y- und z-Achse (im Weltkoordinatensystem). Die Elemente auf den Ne-
bendiagonalen sind die Deviations- oder Zentrifugalmomente. Sie hangen sowohl vom
gewahlten Bezugspunkt als auch von den gewahlten Achsen des Kdrperkoordinaten-
systems ab. Wegen 6,,, = 6, ist der Tragheitstensor symmetrisch zur Hauptdiagonalen.
Die Eigenwerte des Tragheitstensors sind die Haupttragheitsmomente des Starrkérpers
und damit alle positiv.

Die Elemente des Tragheitstensors lassen sich mittels folgendem Integral Gber die
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infinitesimalen Massenpunkte des Starrkérpers bestimmen [58]:

rz + r? —TTy —TT,
_ 2 2
Oy = / —TryTy TEHTI =TT, dm (A.2)
2 2
—T,Ty —Tr.ry Tyt Ty

Hierin sind r,,r,,r, die Elemente des Vektors 7 vom Bezugspunkt A zum jeweiligen
Massenpunkt. Zur Bestimmung der Elemente wird das Integral Gber die infinitesimalen
Massenpunkte dm umgeformt in ein Volumenintegral. Fir die durchschnittliche Dichte
p des Korpers gilt:

dm

= (A.3)

P

In kartesischen Koordinaten ist dV' = dx dy dz. Unter Annahme einer konstanten Dichte
p(x,y, z) = const. des Starrkérpers gilt damit fir die Elemente des Tragheitstensors:

7"; + TZ —Tely Tl
O, = p/// —ryre 2472 —ryr, | dedydz (A.4)
v —T, Ty =TTy 7"325 + 7"5

Flr jeden Bezugspunkt A existiert ein Achsensystem mit drei zueinander orthogona-
len Achsen z, y und z, fir das alle Deviationsmomente Null sind. Man spricht von den
Symmetrieachsen des Korpers. Fir dieses Hauptachsensystem nimmt der Tragheits-
tensor die besonders einfache Form

0,

T o
o o

O, = (A.5)

)

0
0

]
>

z

an. In dieser Form sind die Eintrage der Hauptdiagonalen die Haupttrdgheitsmomente
des Kérpers.

A.1.1. Koordinatentransformation des Tragheitstensors

Der Tragheitstensor ist abhangig vom Koordinatensystem, in dem er angegeben wird.
Besitze ein Kérper bezogen auf seinen Schwerpunkt und im kdérperfesten Koordinaten-
system den zeitinvarianten Tragheitstensor 0. Die Rotation des Korpers relativ zum
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A.1. Eigenschaften des Trdgheitstensors

raumfesten System sei R(t) € R**3. Der zeitveranderliche Tragheitstensor 1,,04(¢) im
Weltkoordinatensystem ergibt sich aus der Vorschrift [58]:

wOs(t) =R(t) - xOg - RT(¢) (A.6)
Ebenso gilt fir den inversen Tragheitstensor im Weltkoordinatensystem:

e35'(t) = (R(t) - k©g - RT(1))”!
= R7(t) - (R(t) - xOg) "
= R(t)  kO5' - R (t)

> >

A.1.2. Akkumulation von Tragheitstensoren

Wird ein Starrkérper aus mehreren einzelnen Starrkérpern zusammengesetzt, so kén-
nen die Tragheitstensoren elementweise addiert werden. Dazu missen sie jedoch im
selben Koordinatensystem referenziert sein und somit ggf. entsprechend transformiert
werden.

Die Rotation geschieht entsprechend Gleichung A.6. Fir eine Verschiebung oder
Translation wird die Steiner-Huygens-Relation [58] genutzt: Um den Tragheitstensor ©4
eines Kérpers der Masse m gegeben relativ zum Referenzpunkt A relativ zum Referenz-
punkt B anzugeben, ist die folgende Transformation anzuwenden:

0, Oy 0O, 12 —tuty,  —lil.
B

O =| O, 0, 0, |+m-| —tt. 2+ —t,t, (A.10)

T e
mit

te

t=11t [=B-4 (A.11)
t.
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Anhang A. Mathematische und physikalische Grundlagen

A.2. Das Coulombsche Reibungsmodell

Zur Bestimmung von Reibungskréaften im Bereich der Starrkérperdynamik wird meist
das Reibungsmodell von Coulomb angewandt. Demnach werden Kontaktsituationen in
solche mit statischer und solche mit kinetischer Reibung unterteilt. Haben die jeweiligen
Kontaktpunkte der in Kontakt stehenden Korper eine nicht verschwindende relative Ge-
schwindigkeit entlang der Kontaktebene, so wirkt kinetische Reibung oder Gleitreibung
ﬁk. Flr sie gilt, dass ihr Betrag proportional zur im Kontakt wirkenden Normalenkraft
ﬁ ist und ihre Wirkrichtung genau der relativen Geschwindigkeit im Kontaktpunkt 4.,

entgegengesetzt ist:

Urel

fol - =
|Urel|

o = 1k - (A.12)

Der Faktor 1 ist der Reibungskoeffizient der kinetischen Reibung. Es handelt sich um
eine empirische Gré3e, die experimentell bestimmt werden kann und typischerweise
zwischen Null und Eins liegt, jedoch auch tber Eins liegen kann.

Verschwindet die relative Geschwindigkeit, tritt statische Reibung oder Haftreibung
auf. Solange ihr Betrag unter einem Maximalwert liegt, der wiederum proportional zur
Normalenkraft ist, ist sie genau so grof3, dass die relative Geschwindigkeit auf Null
gehalten wird. Mathematisch formuliert bedeutet dies flr die statische Reibung:

7 <m|F

< phs - (A.13)

Analog zur kinetischen Reibung ist i, der Reibungskoeffizient fir die statische Rei-
bung, der typischerweise gréBer als jener der kinetischen Reibung ist. Der proportiona-
le Zusammenhang zwischen Reibungs- und Normalenkraft definiert den sogenannten
Reibungskonus, dargestellt in Abbildung A.1. Im Falle kinetischer Reibung verlauft der
Reibungskraftvektor ﬁk genau vom Zentrum des Konus bis zu seinem Mantel. Im stati-
schen Fall liegt der Reibungskraftvektor ff innerhalb dieses Konus.
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A.3. Kreuzproduktmatrizen

Abbildung A.1.: Das Coulombsche Reibungsmodell. Links: Kinetische Reibung, im Be-
trag genau proportional zum Betrag der Normalenkraft und der relativen
Kontaktgeschwindigkeit entgegengerichtet. Rechts: Statische Reibung,
sie liegt innerhalb des Reibungskonus und verhindert die relative Be-
wegung in der Kontaktebene vollstandig.

A.3. Kreuzproduktmatrizen

Das Kreuzprodukt aus den Vektoren @ € R3,b € R3;

ai by azbz — azby
axb= as | X bQ = Clgbl — albg
as b3 albg — CLle

l&sst sich auch durch folgenden Isomorphismus realisieren:

—

=a*-b

axb
0 —as as
mit a* = as 0 —ap | € R3x3
—Qa2 aq 0

A.4. LDLT-Zerlegung positiv semi-definiter Matrizen

Als LDL”-Zerlegung (Cholesky-Zerlegung) einer positiv definiten, symmetrischen Ma-
trix bezeichnet man das Produkt:

A = LDL”
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Anhang A. Mathematische und physikalische Grundlagen

Hierin ist L eine linke untere Dreiecksmatrix mit allen Diagonalelementen gleich Eins.
D ist eine Diagonalmatrix.

Die Elemente der Matrizen L und D lassen sich mit folgender Routine [40] bestim-
men:

Algorithmus 9: Algorithmus zur Bestimmung der LDL” Zerlegung von A.

for integer z = 0 to iAnzahlZeilen-1 do
for integer s =0 to z-7do
rSumme =0 ;
for integer | = 0to s-7do
\ rSumme = rSumme + L[z][l] - D]l][I] - L[s][l] ;
end
L{z][s] = (A[z][s] — rSumme)/Ds][s] ;
end
L(z][z] =1.0;
Diz)[z] = A[z][z] ;
for integer | =0 to z-71 do
| D[z|[z) = D[z)[z) - LiZ)ll] - L[z)[1] - DI
end
end

A.5. Das Quaternion als Orientierungsdarstellung

Sei eine Rotation gegeben durch den Drehvektor 77 € R?, |7] = 1 und den Drehwinkel .
Hieraus lasst sich wie folgt das entsprechende Rotationsquaternion konstruieren:

~feos2 2 A =
q= 0052,81112 rl = l|a,v
Das Rotationsquaternion ist ein Einheitsquaternion, daher qilt:

laf = lal + 0] =1

A.5.1. Quaternionenmultiplikation

Die Quaternionenmultiplikation von p = [a, ¥] und q = [b, ] ist definiert als:

p*xq=lab— VW, all + bU 4 U x ]

238



A.5. Das Quaternion als Orientierungsdarstellung

A.5.2. Konjugiertes Quaternion

Sei q = [a, v] ein Rotationsquaternion. Dann ist das konjugierte Quaternion q definiert
als:

q= [aa _U]

A.5.3. Rotation eines Vektors

Um einen beliebigen Vektor # € R? mittels einer Rotation gegeben durch das Quater-
nion q = [b, @] zu rotieren, wird er als Quaternion x = [0,7]" interpretiert. Der rotierte
Vektor 27 ergibt sich dann aus folgender Quaternionenmultiplikation:

0,7] =% =qxx*xq

A.5.4. Inverse Rotation

Da Rotationsquaternione auch Einheitsquaternione sind, gilt fur die inverse Rotation
q~! zu einer gegebenen Rotation q:

q'=q

A.5.5. Zusammenhang Quaternion und Winkelgeschwindigkeit

Sei q(t) die Orientierung eines Koérpers und & seine Winkelgeschwindigkeit. Dann gilt
fur die Ableitung der Orientierung:

1
q= 5(00 *q)
mit w = [0,d]".
Ein expliziter Integrationsschritt mit Euler-Schema ergibt sich daraus zu:

q(t+h) =q(t) + % <[O,h . J)}T*q)
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Anhang B.

Ein analytisches Beispiel: Der
SCARA-Roboter

Als ein etwas komplexeres, analytisches Beispiel flr die Mehrkérperdynamiksimula-
tion mit Lagrange-Multiplikatoren werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen ei-
nes vereinfachten, 2D-SCARA-Roboters hergeleitet. Die Grundlagen des Ansatzes mit
Lagrange-Multiplikatoren behandelt Kapitel 2.5.5 ab Seite 51. Die algebraischen Umfor-
mungen und Lésungen linearer Gleichungssysteme in diesem Kapitel wurden mit Hilfe
der Software Wolfram Mathematica®' durchgefihrt.

Abbildung B.1 zeigt das Modellbeispiel. Der erste Kérper des Systems ist mit einem
Drehgelenk an der festen Basis montiert, der zweite Kérper lber das zweite Drehge-
lenk am ersten. Dem Maximalkoordinatenansatz entsprechend werden beide Kdérper
zunachst relativ zum Weltkoordinatensystem (WKS) betrachtet, jeweils in Form ihrer
Schwerpunktposition 5; = (s; . s;,)7 und ihrer Gesamtrotationen Rot(;) und Rot(y3).

Als erstes werden die Bewegungs- bzw. Impulsbilanzgleichungen nach Newton und
Euler (vgl. Kapitel 3.1.1 ab Seite 76) in Matrix-Vektor-Notation ohne Beriicksichtigung

"Wolfram Mathematica ist eine kommerzielle Software fiir die Formelmanipulation. WWW:
http://www.wolfram.com
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Anhang B. Ein analytisches Beispiel: Der SCARA-Roboter

Abbildung B.1.: 2D-Modell eines Scara-Roboters

der Gelenke formuliert:

my 0 0 0 0 0 814 fia
0O my 0 0 0 0 $1y Fiy
0O 0 6 0 0 0 G| | M- My B.1)
0 0 0 mgy 0O O E fo '
0 0 0 0 me O oy Jouy
0 0 0 0 0 6 Ga M,
. ~ o N —— p—
M & Foxt

Hierin sind f; ., f;, die im Schwerpunkt von Korper i angreifenden Krafte in x- bzw.
y-Richtung, M, die angreifenden Motormomente, m; die Masse von Korper i und 0;
sein Tragheitsmoment bei Rotation um den Schwerpunkt. Die beiden Kérper werden im
Folgenden als idealisierte Stdbe angenommen. Hieraus ergibt sich fir das Tragheits-
moment 6; von Koérper i mit der Lange [;:

6; — %zgmi (B.2)

Die Gelenke werden in Form von Zwangsbedingungen bertcksichtigt, die ihrerseits
Zwangskrafte der Form JTX (vgl. Kapitel 2.5.1 ab Seite 39) implizieren. Das System im-
pliziert zwei Paare von Zwangsbedingungen & (z,t) = 0, &(x,t) = 0, weil jedes Gelenk
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je zwei translatorische Freiheitsgrade einschrankt. Das erste Gelenk erzwingt, dass das
untere Ankerpunkt von Koérper 1 im Ursprung des Weltkoordinatensystems verbleibt:
Die Gelenke werden in Form von Zwangsbedingungen bericksichtigt, die ihrerseits
Zwangskrafte der Form JTX (vgl. Kapitel 2.5.1 ab Seite 39) implizieren. Das System im-
pliziert zwei Paare von Zwangsbedingungen ¢ (z,t) = 0,&(z,t) = 0, weil jedes Gelenk
je zwei translatorische Freiheitsgrade einschrankt. Das erste Gelenk erzwingt, dass das
untere Ankerpunkt von Koérper 1 im Ursprung des Weltkoordinatensystems verbleibt:

o O O o o O

Zur Gewinnung der Form J7 wird ¢, zweifach nach der Zeit abgeleitet:
. l . .
251 _ ('Sl,x + 1211?1 sin (¢1) _ 0 (B.4)
dt 1y — 3ligr cos (¢1) 0
@ dgdy (o
a2t ar\at ') \o

( %COS (1) 1612 + 810 + %Sin(901)l1951 ) _ <O>
1
2

sin (¢1) l161% + 81,y — 5 cos (1) g

Das zweite Gelenk erzwingt, dass der obere Ankerpunkt von Kérper 1 gleich dem
unteren Ankerpunkt von Kérper 2 ist. Formal ergibt sich daher fir c:

&y(7.1) = 5(t) + Rot (pa(t)) (‘j) — 5(t) — Rot (121(1)) (;) = (8)
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Anhang B. Ein analytisches Beispiel: Der SCARA-Roboter

Zweifaches Ableiten nach ¢ flihrt auf:

2. d/d. 0

FTER T (dt) - (0>
d ( —d1,0(t) + S2.0(1) + 5 sin (p1(6) i (8) + 3 sin (3(1)) Lo (t) )z (o) ®7)
At \ —81,y(8) + 32, (1) — 5 cos (1 (1) ipr () — 3 cos (w3(t)) laga (1) 0)

)
3 cos (1) 1p1? + § cos (p3) laps® — 810 + S22 + 2 sin (¢1) g + 2 sin (3) l263 _ (0
g sin (p1) hg1? + §sin (p3) laBs® — 81,y + 82,y — 5 c0s (1) i1 — 5 cos (p3) lafs 0

Jetzt kann die Jacobimatrix der Zwangsbedingungen J aufgestellt werden. Mit

. T
$:(51,x S1y P11 S22z Sy 903)

und der Zielform Ji = b ergeben sich die Eintrage der Jacobimatrix aus den Koeffizien-
ten der zweifach abgeleiteten Zwangsbedingungen des SCARA-Roboter-Beispiels zu:

1 0 isin(e)ls 0 0 0
0 1 —icos i 00 0
Jscara = - (1) L (B.8)
-1 0 ESIH (@1) ll 1 0 §Sln (@3) lg
0 -1 —% cos(p1)ly 0 1 —% cos (p3) Iy

Far die rechte Seite der Zwangsbedingungen, den Vektor b, bleibt entsprechend (Vor-
zeichenwechsel beachten!):

—5 cos (1) g

_% sin (¢1) l11 (B.9)
—3cos (¢1) lipr? — 5 cos (¢3) laps?
3510 (1) Ligr? — §sin (03) las®

bscara =

Nun missen Zwangsbedingungen und Bewegungsgleichungen zusammengefihrt
werden. Entsprechend dem ,groBen” Lagrange-Multiplikatoren Ansatz (vgl. 2.5.5, Seite
52), wird das System wie folgt zusammengesetzt:

50
J 0 A b

Das resultierende System ist in Gleichung B.11 abgebildet.

244



Lésung des linearen Gleichungssystems B.11 liefert die gesuchten Berechnungsvor-
schriften fur alle Beschleunigungen und Winkelbeschleunigungen formuliert im Welt-
koordinatensystem sowie die Lagrange-Multiplikatoren und damit die vorzeichenbehaf-
teten Betrdge der Zwangskrafte im System. Die externen Kréfte f1, f» wurden als 0
angenommen. Gleichung B.12 zeigt die Lésungen fur die Kérperbeschleunigungen, auf
die Darstellung der Lésung fur die Lagrange-Multiplikatoren wurde aus Platzgriinden
verzichtet.
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In der Robotik werden Bewegungsgleichungen in folgender Form dargestelli:
M = 03+ CORZEN(, 3) + GRAV (P) (B.13)

Hierin sind M der Vektor der eingepragten Krafte und Momente in generalisierten bzw.
Minimalkoordinaten, & die generalisierten Koordinaten des Systems, CORZEN (@, 3)
der Vektor der Coriolis- und Zentripetalkrifte und GRAV (Z) der Vektor der Gravitati-
onskrafte.

Die eingepragten Momente am SCARA-Beispiel-Roboter sind die Gelenkmomente
M, M. Die zugehdrigen, generalisierten Roboterkoordinaten sind die Gelenkwinkel ¢
und ¢,. Aufgrund des Maximalkoordinatenansatzes wurde der zweite Korper bis hierher
mit seiner Gesamtrotation relativ zum Weltkoordinatensystem 3 betrachtet. In diesem
einfachen 2D-Modell gelten die Zusammenhange:

Y3 = Y1+ P2
Y3 = Q1 + P2 (B.14)
P3 = P1+ Do

Unter der Annahme, dass seine Drehachsen parallel zur Gravitationsrichtung montiert
sind, sind die Betrage der externen Kréafte in Gleichung B.11 gleich Null. Trennt man aus
der Gesamtlésung B.12 die Vorschriften fur ¢; und ¢ heraus, ersetzt p5 und alle Ablei-
tungen hiervon wie angegeben und I6st das System nach den eingepragten Momenten
M, M5, so erhalt man die Gleichungen:

My = = (3lalimy (261 + @2) cos (p2) — B2 (261 + B2) sin (p2)) + 217 (my + 3ma) @1 + 2l3ma (F1 + ¢2))

S| = O =

M2 = lQmQ (3[1 (()0.12 sin ((,02) + (pnl COS ((,02)) + 2l2 (gﬁl + (,02))

(B.15)
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Anhang B. Ein analytisches Beispiel: Der SCARA-Roboter

Sortieren nach den jeweiligen Koeffizienten flihrt schlieBlich auf die gesuchte Form:

<M1> _ (% (3lalyma cos (@2) + I3 (my + 3ma) + 13ma)  §lamns (311 cos (¢2) + 2l2)> <¢1>

MQ %lgmz (3[1 COSs ((,02) + 2l2) %l%mz @2

1 —p1paliloms sin(ps) — %@%llbmz sin(ps) 4 0
—%(p%lllgmg Sin<902> 0
(B.16)
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Anhang C.

Jacobimatrix der Zwangsbedingungen
und in der Robotik

Im Kontext der Robotik wird der Begriff Jacobimatrix vor allem in folgendem Zusam-
menhang genutzt. Sei ¢* € R™ der Vektor der m unabhangigen (generalisierten) Koor-
dinaten eines Manipulators. Am Beispiel eines Roboters mit sechs Drehgelenken ent-
sprechen sie seinen sechs Gelenkwinkeln. Sei weiterhin ZT¢F ¢ RS die Lage (Position
und Orientierung) des Werkzeugtragers (engl.: Tool Center Point, TCP) des Roboters.
Dann gilt der Zusammenhang:

TCP TCP
Oxy Oxy

‘R
gt T o9} gl

FTCP _ JTCPR R _ : ; o (C.1)
Oz P dxg OF ‘R
R dp

Hier ist JT°P'R die Jacobimatrix des Roboters. Sie bildet die Geschwindigkeiten der
Gelenkachsen in ihren generalisierten (Roboter-) Koordinaten auf die kartesischen Ge-
schwindigkeiten des TCP ab. Man erhélt sie durch Ableitung der Koordinatentransfor-
mationen zwischen Roboter- ¢ und kartesischen Koordinaten des TCP #TCF.

Um eine Verbindung zu der in dieser Arbeit genutzten Jacobimatrix der Zwangs-
bedingungen herzustellen, kann man folgendes Gedankenexperiment anstellen. Oben
beschriebene Abbildung wird in zweierlei Hinsicht erweitert. Erstens miissen neben den
kartesischen Koordinaten des TCP auch die kartesischen Koordinaten aller n — 1 inne-
ren Glieder des Roboters 7¢ ... 791 7% ¢ RS berlicksichtigt werden. Die entspre-
chend erweiterte Jacobimatrix erhalt man ebenfalls durch Ableiten der Koordinaten-
transformationen zwischen den Roboterkoordinaten und den kartesischen Koordinaten
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Anhang C. Jacobimatrix der Zwangsbedingungen und in der Robotik

aller Glieder.
axTCP axlTCP
dgtt T Og
J—/:TCP N
G Az Y CP 8302{01) q1
T gl dqx;
L (C.2)
8@‘?1 8a:1G1
gt gl qR
FGn—1 : : "
a$§7z—1 63}2;"_1
dqiDL gt

Zweitens erganzt man den Vektor der unabhangigen Koordinaten ¢'um die die 6n—m
entfernten Freiheitsgrade reprasentierenden Koordinaten ¢“. Am Beispiel eines Drehe-
gelenks bedeutet das: Zu der Koordinate, die den Gelenkwinkel reprasentiert, kommen
5 weitere (2 rotatorische, 3 translatorische) Koordinaten und damit Freiheitsgrade hinzu,
die eigentlich durch Zwangsbedingungen entfernt sind. Diese entfernten Freiheitsgrade
ordnen wir im Vektor ¢ hinter den Gelenkwinkeln des Roboters an:

s 92TCP 1 9 TOP 9aTCP

|
. I ‘R
g 94 | 94t 94, 4
- - ‘
o : o
xTCP . . |
. PaTCP oxTCT 1 paTCr P TCP R
rl B gt gk | g% aq%_,. dm (C 3)
= | .- _-________"__ e ——————— = - - .
. da;lcl Bacfl I dw?l axfl
8(]{1 8‘}57, : aQ% 6qgnfm ql
FCGn—1 : : ! : :
. N | . s
|
G G G
890(?"71 Ozg =l Ozg n—l Ozg n—l q'Z
dqt Oqm, | Odaf 005, ﬂ;m_/
~~ -
JRob q

Beim Roboter sind die Elemente ¢%...4% . alle gleich Null, weil dies gerade die
entfernten Freiheitsgrade sind, entlang derer keine Bewegung stattfindet. Der gesamte
rechte Teil der dargestellten Jacobimatrix Jg,;, hat demnach - entsprechend den Erwar-
tungen - keinen Einfluss auf die Bewegungen der Roboterglieder und seines TCP.
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Gruppieren wir nun diese Darstellung wie folgt:

Jrob = |- ---- - = ( JR 1 JZ ) (C.4)

Hierin reprasentiert J% den Einfluss der entfernten Freiheitsgrade auf die Bewegungen
der Glieder und den TCP des Roboters in kartesischen Koordinaten.

Nimmt man an, die Matrix Jg,, ist invertierbar, so lasst sich Gleichung C.3 |6sen nach
denq:

aer) (g
: —1
| .
JTCP,R | JTCP,Z fGl
77777 oo = . (C.5)
JG R | JG,Z qm
;'Gn—l ~
2 0

Gleichung C.5 hat die bekannte Matrix-Vektor-Form der Zwangsbedingungen wie in
einer geschwindigkeitsbasierten Formulierung mit Lagrange-Multiplikatoren in Kapitel
3.1.2, Seite 79. Die Matrix J_, entspricht also einer Jacobimatrix von Zwangsbedin-
gungen.

Zerlegt man Jz,, = Jgz!, noch in die beiden Teile Jzy.motor, DEStEhend aus den

oberen m Zeilen und in Jz,a celen, DEStEhend aus den unteren 6n — m Zeilen von J3.,
so erhalt man sogar einzelne Jacobimatrizen flr Motor- (vgl. Kapitel 3.2.8, Seite 103)
und Gelenkzwangsbedingungen (vgl. Kapitel 3.2.3 - 3.2.6, Seite 92 ff.). Der Vektor ¢

-

entspricht hier den Sollgeschwindigkeiten der Zwangsbedingungen (b):

;) . .R
FTCP ZTCP 1
-1
( JTCPR  JTCPZ ) a'—c»Gl JZW’MOm]r i:Gl : (C 6)
G.R teW/ o : R
J J JZWa,Gelenk @
. ——— _ p— . - - 7
a:_»’Gn—l Jzwa fGn—l 6’
~
q
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Anhang C. Jacobimatrix der Zwangsbedingungen und in der Robotik

Ein direkter, element-, spalten- oder zeilenweiser Zusammenhang zwischen den Ma-
trizen JzwaMotors JZwa,Gelenk UNd JTCP:R JTCPZ JOR JGZ ergibt sich hieraus allerdings
nicht. Auch ist zu berlcksichtigen, dass sich die Relation im Allgemeinen nicht umkeh-
ren lasst. Dies gilt, weil die Jacobimatrix der Zwangsbedingungen nicht 6n Zeilen haben
muss, sondern auch weniger haben darf. Hieraus entstlinde ein unterbestimmtes Sy-
stem.
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